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Resumo

Nesta dissertacio descrevemos os espacos de DeVore-Sharpley definidos utilizando
varios operadores maximais.

Diversas imersoes siao obtidas para tais espacos e fazemos comparagoes com
espacos de Sobolev, Besov, Lipschitz e BMO.

Incluimos, como aplicacdes, a utilizagido de operadores maximais para verificar
a regularidade local de fungbes e a relagéo com diferenciagao de fungdes.



Abstract

In this work we describe several spaces as definied by DeVore-Sharpley by making
use of different maximal functions.

Several embbeddings are obtained for these spaces and they are also compared
with Sobolev, Besov, Lipschitz and BMO spaces, showing the local smoothness of
functions in terms of maximal function operators.

Some results on differentiation are also included.
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Apresentacao

Em 1984, Ronald A. DeVore e Robert C. Sharpley [1] apresentaram as funcdes maximais fi e f

para o > 0, f € LL(Q) e O é todo o R* ou um cubo de R"*; estas funcdes maximais medem

regularidade local de f e definem, respectivamente, os espagos (de Banach) de fungdes C((2) e
C2(Q) para 1 < p < co. Este é o conteddo do Capitulo 2 e ¢ a parte principal desta dissertaggo.
A dissertacio compde-se de 6 capitulos onde apresentamos o

Teorema de DeVore e Sharpley . Sdo vdlidas as seguintes afirmagoes:
Parte I: Seja Q@ = R* ou um cubo de B* .

i) sea>20,keNel<p<ooentdo
o C2(Q) — C(Q) e a igualdade C3(Q2) = CF(SY) ocorre quando « néo for inteiro.
o C2(0Q) = Lip a(Q), CL(Q) = B22(Q), CHQ)CWr(Q), CHQ)CWH(D).
o BI?(Q) — CX(Q) — By ().

12) sek€ N el <p< oo entde

o CHQ)=W*?()

Parte II: Seja £} = R™.

17) sea=0 el <p< oo entio

o CO(R")=LP(R") e CL(R*)=BMO.
w) sel<p<ooel<BLatn(;—1) entdo

o C2(R") <+ CP(R").

O teorema acima é a reuniio dos principais resultados obtidos em DeVore-Sharpley [1]. Um
teorema andlogo ao Teorema de DeVore-Sharpley foi enunciado explicitamente em 1989 por Hans



Wallin [1]. Neste dltimo artigo: i) sio dados condi¢des que generalizam o Teorema de DeVore-
Sharpley e if) os espagos () e C2(Q) sdo denominados Espagos de DeVore-Sharpley.

DeVore-Sharpley [1] salienta a pouca divulgagdo de utilizar fungdes maximais no estudo de
regularidade de fungdes e propriedades de vérios operadores em espagos regulares.

Outras fun¢bes maximais definindo espagos de fungbes podem ser vistos em Bojarsky j e
Stromberg-Torchinsky [1]. Em Strémberg-Torchinsky [1] generalizam-se f5 e .

Em 1986, Sharpley-Shim [1] estudam integrais singulares em CZ(2).

Interpolacio em Cg(f2) e C3() é relatado em DeVore-Sharpley [1].

N3o apresentaremos resultados para outras regides Q (distintos de R* e cubos de R*)e0 < p < 1.
Estes casos sio estudados separadamente em DeVore-Sharpley (1].

Esperamos que esta dissertacio desperte o interesse do leitor para os diversos artigos citados nos
parégrafos anteriores e os casos aqui ndo abordados de DeVore-Sharpley [1]. Alids a repercussao do
artigo de DeVore-Sharpley [1] pode ser visto em DeVore [1], Sharpley-Shim [1], Bojarski [1] e Wallin
1.

Sugerimos que o Capitulo 1 (exceto a segdo 1.1) seja visto a medida que os resultados nele
contidos forem mencionados. As segdes sdo independentes entre si e tratam de diversos assuntos
como a desigualdade tipo Hardy, desigualdade cldssica de Markov e desigualdade de Gagliardo; e
propriedades das fungées distribuicdo, rearranjo ndo crescente e rearranjo mazimal. Esta iltima
fun¢io permite definir uma norma para o espago de Lorentz. Estamos também interessados no
espago de Marcinkiewicz. {Contido no espago de Lorentz.) Neste capitulo fazemos também uma
abordagem histérica de alguns resultados de Anilise Harménica. Apresentamos a relagio existente
entre diferenciacio de integrais e o operador maximal M de Hardy e Littlewood. Fungdes maximais
sdo utilizados no estudo de diferenciacio, integrais singulares e convergéncia quase sempre; conforme
DeVore-Sharpley[l]. Por exemplo, indicamos como segue o teorema cldssico de diferenciagde de
Lebesgue utilizando propriedades do operador M. Incluimos, como aplicacao, uma caracterizagao
(devido a Guzmaén e Welland em 1971) do espago de Zygmund via operador M . O resultado principal
é a propriedade do operador M ser tipo (p,p) para 1 < p < oo e tipo fraco (1,1). Para essa finalidade,
sugerimos ao leitor uma olhada nos comentéarios e resultados. (As demonstragbes deste capitulo
poderfo ser deixadas para uma segunda oportunidade.) A leitura completa do Capitulo 1 podera
ser feita apds a leitura dos demais capitulos.

O Capitulo 2 é a parte principal desta dissertacio. Seja @ um cubo de RB* ¢ kK € N . Iniclamos
apresentando um estudo detalhado das projegdes do espago L'(Q) no espago de polindmios de grau
< k. Isto motiva a definigio das fungdes maximalis e os espagos de fungdes comentados no primeiro
pardgrafo acima. Como resultados adicionais, incluimos uma generalizagio das funcdes maximais [}
e f2 e um teorema tipo diferenciagio de Lebesgue quando  for um cubo de R*. Em particular,
segundo DeVore-Sharpley [1], a fungio maximal f! para 0 < a < 1 foi introduzido por A. P. Calderén
e R. Scott em 1978. O caso o = 0 é importante no estudo do espago BMO. Mais resultados do caso
o = ( sera visto no Capitulo 4.

O Capitulo 3 inicia com algumas propriedades dos aproximantes em espagos normados € espagos
métricos; e contém resultados a serem utilizados exclusivamente na se¢do 4.4 do préximo capitulo.
Este capitulo possui dois propésitos. O primeiro deles é suprir um caso do Teorema 4.8 valido para
1<p<oo. Ocasol <p < oo écoberto pela propriedade do operador M ser limitado em L?(Q)
para 1 < p < oo (este fato é visto no primeiro capitulo). No caso p = 1, o truque seréd definir um
operador M, (dependendo de M e o := (1+ £)~! com 0 < 8 < o ) limitado em L*(Q). O operador
M, é apresentado neste capitulo juntamente com outras cinco fungdes maximails biparamétricas
I o fg,qo, F ., Fg,q, Fj;q, o operador maximal de Calderén N7 e as derivadas de Peano D, f;
onde f € L{.(2) ou L () conforme o caso, j € N, a > 0 (a0 contririo dos demais capitulos onde
a pode ser considerada > 0, a condigdo de « ser estritamente positivo implicard na convergéncia
de uma série geométrica), 1 € g < 00, 0 < ¢ < o0 e v é um multi-indice. No caso ¢o = 1, as
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func¢des fa e f 1 sdo iguals a fl e f* | respectivamente; portanto, fE oo © ff;,qo sa0 as generalizacoes
naturais de f! e f*, respectivamente. Além disso, as funcSes Fy, ! . e Fy b , S&0 equivalentes (mas ndo
sdo iguais) a fi,qo e fg’qo , respectivamente, quando 1 < ¢ = ¢ < oo, portanto, aquelas fungdes sao
as generalizacdes destas fungdes. Qual a vantagem de definir Ff, ¢ F;, > 7 (estas fungdes sdo casos
particulares de Fj, onde 7 € N e 0 < ¢ < o0 e sao apresentados no segundo capitulo.) O fato
supreendente é a possibilidade de substituir f! e f por Ftt e F¥ o » Fespectivamente, nas definigSes
de C2 e C2 quando g <pel <p<oo. Aoutra ﬁnahda,de é mostrar a equivaléncia entre F” &Ny
via derlva.das de Peano. Como resultado complementar, apresentamos um teorema tipo d1ferenc1aga.o
de Lebesgue quando 2 é um cuboe g < 1.

No Capitulo 4 relacionamos C2(Q) e C2(©2) com os espagos de Sobolev, Besov e Lipschitz;
ondea>0,1<p<oc0ell=R' ouumcubo de B*. Sek € N el < p < oo entdo vale a
igualdade Ck(Q) W*?(Q)), com normas equivalentes, devido a Calderén [3] em 1972. Se p = 1
entdo C"(Q) C WHH(Q). Para a > 0 fixo valem as igualdades CZ () = BE™(Q) e C&(Q) = Lip «(Q)
com normas equivalentes. (No préximo capitulo concluiremos que CZ(£2) é espago de Besov B*(€1)
se e somente se p = 0o.) Apresentamos a imersdo CZ(R") — Cﬁ(R”) paral < B<ael<p< .
(A demonstracio deste fato néo vale para {2 = cubo de R" nem serve para provar a imerséo C () <
C”6 (Q); o porqué desta deficiéncia serd devidamente esclarecido.) Este resultado sera generahzado na
ultamo capitulo. Finalmente definimos o espago CJ(Q). Para isso apresentamos um resultado para
motivar as seguintes definigdes: C2(2) := LP(Q) quando 1 < p < co e C(Q) := BMO.

Neste Capitulo 5 prosseguimos comparando os espagos de DeVore-Sharpley com os espagos de
Besov B21(£)) . Apresentamos as imersdes By?(Q) — C(©2) — By (Q) paral Sp<ooea>0.
Verificaremos a otimalidade da imersdo B3P(Q) — C (Q), isto é, existe uma funcéo f € By(Q)
para cada 1 < p < ¢ < oo tal que f € C(9).

No Capitulo 6 obteremos a regiao do plano onde ocorre a imersio CJ(R*) — C2(R"). Para
esse objetivo apresentamos: ¢) uma imers3o no espago das fungdes continuas, i) um resultado devido
a Elias M. Stein de 1981 e iit) o operador potencial de Riesz, juntamente com o Teorema de Hardy-
Littlewood-Sobolev.

Encerramos esta apresentacio falando a respeito das notagdes e constantes. Basicamente, uti-
lizaremos as notac¢des de DeVore-Sharpley [1] e suas referéncias. Com a finalidade de reduzir a
quantidade de simbolos, algumas nota¢des tem prazo de velidade no seguinte sentido: essas notagdes
s6 valem durante uma demonstragio especifica; freqlientemente estas notagbes auxiliares utilizados
durante uma demonstragio podem ser utilizados em outras demonstracbes com outro significado;
em cada caso, indicamos o significado a que a notagdo se refere. Esperamos que isto ndo esforce
demasiadamente o leitor.

Geralmente, ao longo de um artigo, as constantes sio freqlientemente denotadas pela mesma
notacio classica ¢ . Isto se deve ao fato de poupar espaco e tempo de composigéo e revisdo do texto,
sem contudo, prejudicar o seu conteiido. Tendo esta dissertagdo um cardter expositério, indicamos
explicitamente essas constantes quando for acessivel; caso contrario, indicamos os pardmetros de que
dependem as constantes. Um dos objetivos do Capitulo 1 e da segdo 2.1 ¢ a obtengdo dessas
constantes.
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Capitulo 1

Resultados Basicos

O objetivo deste capitulo é apresentar desigualdades para fungdes, especialmente para polinémios, e
também resultados que nortearam o surgimento dos conceitos a serem discutidas no préximo capitulo.

A desigualdade tipo Hardy relaciona integral dupla em termos de uma integral simples e serd
conseqiiéncia imediata de um teorema de Hilbert.

Outra desigualdade é a de Markov, em um intervalo da reta, relacionando o maximo assumido
pela derivada de um polinémio com o maximo do mesmo polinémio.

Existe um resultado, devido a Privalov, onde vale uma espécie de desigualdade reversa a de
Markov.

Sers obtida a versdo n-dimensional da desigualdade de Markov .

Mostraremos a desigualdade de Gagliardo e uma estimativa dos coeficientes de um polindmio por
uma norma do mesmo polinémio.

A seguir apresentamos trés fungdes: distribuigdo, rearranjo ndo crescente e rearranjo maximal;
com algumas de suas propriedades. Utilizamos as duas tltimas fungdes para definir uma seminorma
e uma norma, respectivamente, no espago de Lorentz.

Na parte de diferenciagio de integrais apresentamos o teorema cldssico de Lebesgue para diferen-
ciagdo de integrais. Os problemas de diferenciagio de uma fungdo refletem um comportamento local
da funcdo. Afinal, a diferenciacioc estd definida em termos de limites.

Por outro lado, os teoremas maximais sio definidos em termos de supremos. Assim, os teoremas
maximais refletem um comportamento global. Para cada funcdo f € Lj,.(R") definiremos trés
funcdes maximais M, f(z), Maf(z) e M f(z) e mostraremos a equivaléncia entre si. Quaisquer uma
delas poderd ser denominada fungfio maximal de Hardy-Littlewood. Por exemplo, M f (z) serd a
fungéo mazimal de Hardy-Littlewood. O principal resultado deste capitulo é o Teorema Mazimal
de Hardy-Littlewood. M f serd utilizada para indicar como obter o Teorema de Diferenciagdo de
Lebesgue. Qutras aplicacdes de M f serdo mencionadas neste capitulo.

Uma aplicacio das funcdes rearranjo nao crescente e rearranjo maximal se dard na equivaléncia
entre (M f)* e f** devido a Hardy, Littlewood e Hertz em 1968. Para isso definimos os cubos diddicos
e apresentamos uma versdo para cubos diddicos do lema de cobertura tipo Vitali.

Finalizamos o capitulo com a caracterizagio, devido a Guzmdn ¢ Welland em 1971, do espago de
Zygmund, via operador maximal de Hardy-Littlewood.



1.1 Preliminares

Seja n € N. Denotamos o espago euclideano real de dimensdo n por R*. As n-uplas de nimeros
reais z := (T1, %2, -+, Tn) € ¥ := (Y1,Y2, - - »Yn) Tepresentam elementos de B*. O produto interno de
z e y é o nimero real (z,y) := T1y1 +Z2y2+- -+ ZnYn. A norma de ¢ é o nimero real [[z|| == 4/(z, 7).

Por dz := dz,dz, - - - dz, representamos a medida de Lebesgue' em R*. A medida de Lebesgue
de um conjunto mensurdvel ! C R™ é indicada por |0} := fo dz .

Consideraremos funcdes (Borel) mensurdveis definidas em {2 com valores reais.

O supremo essencial de uma funcio f sobre 2 é definido como segue: se [{z € Q@ : f(z) > A}[ >
0 para todo real ) tem-se ess supgf := +o00; caso contrério, ess supof := inf {A:]{=z¢€
0 flz) > A} | =0}.

Para 0 < p < oo definimos por LP(£, dz) , ou simplesmente L?({2) ficando subentendido a medida
dz , a classe de todas as funcdes mensurdveis f definidas em {2, onde

| flze(a) = L |f(z)|dz < o0 se pfor finito e |Floesqa) == ess supzea|f(z)] < 0o.

Nzo faremos distinces entre funcio e classes de fungdes médulo igualdade quase sempre, isto é,
escrevemos f € LP(Q) quando |f|re(g) for finito e f = 0 (fun¢do nula) em L?(Q) quando f(z) =0
para quase todo z de 2.

O fato de LP(f)) ser espaco vetorial é equivalente as afirmagdes:

i) sec€ Re f e LP(Q) entdo cf € LP() e ii) se feg€ LP(Q) entdo f+g € LF(Q).

O item 4) segue da definicdo de |.|rr(n) ; € i%) no caso p = co segue da desigualdade triangular; e
no caso p finito segue da desigualdade (u+v)P < 27(uP + v?) para todo u ¢ v > 0. Utilizaremos esta
dltima desigualdade em diversas ocasides e a sua verificagio é simples pois u < v ou v < u implicam
u+v < 2vouu+v < 2u, portanto, (u+v)? < 2PvP ou (u+v)? < 2Pu? , donde segue a desigualdade.

FEspagos de Banach sdo os espagos lineares normados completos.

Dentre os diversos espacos de Banach destacamos o espaco de Riesz ou espago de Lebesgue LP(§2)
onde Il <p<oo.?

Em geral, conforme DeVore-Sharpley [1], resultados em L?(Q2) dependem do comportamento das
funcdes na fronteira de ) e condicdes de regularidade da fronteira de . Levando isto em conta,
nesta dissertagdo, consideraremos dois casos:

i) © = R". Neste caso, conforme Sadosky [1], a medida de Lebesgue dz é caracterizado, a menos
de multiplicagio por constantes, pela invariincia sob translagio em R, donde segue a igualdade em

/;%n flz —h)dz = _/Rn flz)dz para todo h € R*.

Por um cubo @ em R" entendemos um conjunto da forma Q = {z € R*a; L z; L a;+ h,i =
1,---,n} onde a = (a;,---,a,) é um ponto de R* e h > 0. Assim, o cubo Q tem lados paralelos aos
eixos coordenados. Serd indiferente considerar se a fronteira do cubo pertence ao cubo ou néo.

i1) = @ cubo nio degenerado de R™ de lados paralelos aos eixos coordenados. Neste caso,
todo subconjunto do cubo possui medida finita e serd fcil obter algumas estimativas em termos do
comprimento do lado de @ .

'Em Ciesielski 1] justifica-se a popularidade da medida de Lebesgue a partir de uma perspectiva histérica. O
problema de medir subconjuntos de R™ surgiu no inicio do século 19 e estd relacionado com o surgimento da teoria da
integracio. A solugio apresentada por Lebesgue satisfazia a nogao intuitiva de drea ¢ volume. Ciesielski [1] também
discute um problema, solucionado por Ciesielski.

20 espago LP(Q) foi introduzido por Frederic Riesz em 1908; conforme Oklander [1].
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1.2 Desigualdades Tipo Hardy

Sob certas condicdes, integrais iteradas sio avaliadas como produto de integrais simples de fungdes
de uma variavel.

As desigualdades tipo Hardy fornecem estimativas de integrais duplas através de uma cota supe-
rior em termos de uma integral simples de fungdes de uma. variavel.

Seja R = (0,00) a semireta real. Nesta secdo consideramos os ndmeros 1 < p < o0 e ¢
satisfazendo & + i = 1. As varidveis z e y serio mimeros reais. As funcdes f(z) e g(y) serdo ndo
negativas e pertencem a LP(RT) e LI(R"), respectivamente.

Esta secdo estd baseada em Hardy-Littlewood-Pélya [1].

Teorema 1.1 . ( Teorema de Hilbert versio para integral ) Seje K(z,y) uma fungao ndo
negativa, homogénea de grau —1. Definimos a constante ¢ (finita ou ndo) dada por

c:= -/000 K(z,Da™"dz = /:o K(1, y)y‘l/qdy . (1.1)
Bntdo, o [ [ K@ i@y < e [ f(x)”dm)m (f “g(y)wy)””
i) fe °° ( fo * K(z,y) f(:z:)d:c)pdy <& ]0 " He)de

111) fo ” ( fooo Kz, y)g(y)dy)qdw <d fo " g(y)dy

Quando K(z,y) ¢ positivo e exceto quando f = 0 ou g = 0 nos itens i) — i1) — iii) teremos <
(em vez de <). Ou seja, ¢ € constante 6tima.®

A segunda igualdade em ( 1.1 ) segue pela mudanga de coordenadas y := 1/z e da homogeneidade
de K .

Antes de demonstrar o Teorema 1.1, apresentaremos um exemplo da fun¢do K, além da funcdo
idénticamente nula. Qutros exemplos podem ser visto em Hardy-Littlewood-Polya [1].

Sejam a < 1/g e Ki(z,y) := 1;—;-:1- sez<yelsez >y. Entio ¢ = [° Ki(l,y)y Yidz =

oo a—li-1

Py iy =
No contexto de simplificar a prova do teorema de Hilbert surgiu o

Teorema 1.2 . ( Desigualdade de Hardy versdo para integral ) Sejam 0 < p < oo ¢
F(z) == 2 [7 f(£)dE . Entdo, [5° F(z)Pdz < (;?;T)pf;" f(E)PdE ; exceto para f = 0 quando ocorre a
igualdade.’

3Conforme Hardy-Littlewood-Polya [1], a versdo andloga para séries do Teorema 1.1, com p = ¢ = 2, € conhecida
como o teorema de Hilbert para séries duplas e foi provado por Hilbert, exceto pela constante Stima, em um semindrio
sobre equagdes integrais. Weil publicou uma prova em 1908. As generalizacBes para oufros valores de p e ¢ devem-se
a G.H.Hardy ¢ M. Riesz. A versio para integral e a determinagdo da constante tima ( 1.1 ) é devido a Schur. A
procura de constantes Stimas é motivacio para pesquisa; por exemplo em Pichorides [1], Phillips {1] e Bergh-Lofstron
[1].

4Segundo Katz [1], Leonhard Euler foi o pioneiro em desenvolver a nogao de integral dupla em 1769; e a seguir
propds a questio do que aconteceria a integral dupla se mudasse as varidveis. Assim surgiu o Teorema de Mudanga
de Varidveis que requer a diferenciabilidade da transformagio de varidveis. Em 1955, T. Radé e P. Reichelderfer
deram a versdo do Teorema de Mudanga de Varidveis quando a tranformagdo é continua e generalizando o conceite
de Jacobiano. Guzman retira essa condigiio de continuidade apresentando a sua versdo do Teorema de Mudanga de
Varidveis em Guzman [4] .

SEste teorema foi provado por G. H. Hardy em 1920 e produz a desigualdade de Minkowsky pela mudanga de



Demonstragao . Hardy-Littlewood-Pélya [1]. @

Na demonstrag3o, a seguir, do Teorema 1.1 observamos que (0, 00) x (0, co) pode ser substituido
pelo retangulo [a, ] x [¢, d] ou faixas, caso b ou d nZo sejam finitos.

Demonstragio do Teorema 1.1 . Mostraremos ). A relagio 2+ = 1 e a desigualdade de Holder
produzem

/000 ,/:o I{('Tvy) f(=) g(y) dr dy

[ s k@ (£)

(1.2)

2

oly) K(z,9) (L) dody < AV BYs

onde

1

A= ” / " (2P K (z,y) (g)llqudy e Bi= f:’ f0°° o) K (z,y) (-i_) 7 ddy.

Desenvolveremos A . Fazendo ¢ := y/z na definicdo acima e utilizando ( 1.1 ) seguem

4= sy ([ e (E) )= [ ster ([ ste s sas)

/ ” Ho) ( I k. g)g'—l/qczg) do=c|  Ha)da.

l

Analogamente, -
B= 6/0 g(y)idy.

A substituicio dos resultados para A e B acima em { 1.2 ) resulta em i). A constante ¢ € dada
por ( 1.1 ).

O item 1) decorre de procedimento analoge empregado para obter 7).

De fato, pela relacdo % + % = 1 e a desigualdade de Hélder produzem

[ xeatene = [t (2)F e (2) e

@0 T I/q 1/?
< an (f K(z,y) (;) f(m)%) .
0
Elevando esta desigualdade & poténcia p e integrando em (0, 00) tem-se
o0 fave) »
fo (_/ K(z, y)f(x)d-'l;) dy < PlUA
0

Basta substituir, na desigualdade acima, A obtida no item ). Disto resulta 7i) ; o item 4i1) segue
de modo analogo.

s - wp P, . . .
variaveis ¢ = s, conforme Bergh-Lfstron {1]. A constante (;f’;f) ¢ a melhor possivel e foi determinada por Landau

em 1926 segundo Hardy-Littlewood-Polya [1]. Sugerimos Pachpatte [1] e Bergh [1].



A funcio K, definida na pégina 6, nem sempre é positiva. Assim, s6 podemos concluir o
Teorema 1.1 com < ; neste caso, para K, o item it) da Proposigdo 1.1 fica

[ G [ e f(:v)dm)pdy < (p—_;%—;—l)p [ flayaa. (1-3)

Se o = 0 em { 1.3 ) entdo “quase” vale o Teorema 1.1. RelagBes tipo ( 1.3 ) dao origem
a desigualdades onde ndo é importante saber se a constante é 6tima. Um exemplo deste fato é o
seguinte

Teorema 1.3 . ( Desigualdades Tipo Hardy )¢ Considere as fungbes dadas por

Fle) = _:1E/wa (©d¢  Fifz):= ]Oxf(ﬁ)ﬁ”"ldé‘ Fiz) = /I " feeide .

Entdo,

o0 P 00
i) /0 F(z)Pa"dz < (;—_—_-‘E:—I) ]o f(z)’z"dz  sep>r-1

o0 — Do
1) fo F1(:c)”m’d:c§(;~_|_£1-)j£ flz)Pzdz  ser < —1

= F A ]
717) /0 F(z)Pz"dz < (;—%—1—) fo flz)Pz**dz  ser > ~1.

Demonstracio . Consideremos a desigualdade ( 1.3 ).

Para obter ¢) substituimos f(z) por f(z)z* em ( 1.3 ) e a seguir fazemos ap = r.

i1) segue se substituirmos f(z) por f(z)z**~! em ( 1.3 ) e a seguir fazemos p(a — 1) =r.

Considerando Ky(z,y) = y* /2 se z > yezerose z < y, onde § < 1/p . (K € andloga a
K1 .) Verificamos ¢; = p/(1 ~ 8p). A seguir substituimos f(z) por Ff(z)z* % em { 1.3 ) e fazemos
—Bp = r para obter ii7) . &

Os resultados desta secho podem ser reformulados em termos de 0 < p < I; para isso sugerimos
Bergh-Léfstron [1] e Hardy-Littlewood-Pdlya [1] onde, nesta iltima referéncia, também podera ser
encontrada a versio do Teorema 1.1 para integrals multiplas.

1.3 Desigualdade de Markov Cldssica’

Nesta secio comparamos polindmios e suas derivadas na norma LP(R") onde 1 < p < oo. Também
apresentamos a desigualdade de Markov para varias variaveis.

Teorema 1.4 . ( Desigualdade de Markov para uma varidvel real )* Seja 7(x) um polinémio

6A generalizagio do Teorema 1.3 pode ser encontrada sob diversas formas em Imoru [1], Maz’ja [1], Lizorkin (1]
e Bennett [1]. Lizorkin cita essa generalizagio com o nome de Desigualdade de Sysocva-Talenti de 1967.

"Boas [1] relata a observagio do quimico Mendeleev sobre essa desigualdade para polindmios quadraticos. Mendeleev
comunicou o resultado para A. A. Markov que generalizou para polindmios de grau &, onde k € N .

8Uma espécie de desigualdade reversa do Teorema 1.4 é vilida para um subconjunto fechado F' C [0, 1] satisfazendo
determinadas condiges, isto &, existe uma constante ¢ > 1 e uma seqiiéncia de polindmios {m, : m € N} C
{ espago dos polinémios de grau k} tal que maxzcr |%Em (z}} > ¢™ maxzeF |mm(2)| para todo n > ng . Este resultado
e as condigdes exatas para F é devido a A. A. Privalov, originalmente publicado em 1983 ; uma tradugdo ¢ encontrada
em Privalov [1].



real, definido no intervalo da reta [—1,1], de grau k. Entdo

én < K*max |7(z)|. (1.4)

A =S je1<1

<1

Demonstragéo . Lorentz [1]. H

Os méximos em ( 1.4 ) sdo efetivamente atingidos.

Os polindmios 7(z) € 2%(z) no precisam assumir 0 maximo no mesmo ponto. Por exemplo, basta
considerar w(z) 1= % —z no intervalo [—1,1].

Em um intervalo qualquer de comprimento finito [a,b] empregamos a mudanga de variavel y :=
b=eyz 4+ =t para obter a seguinte versdo de ( 1.4 ),

dr 2
. 2
Max |- <k max |(7(y)]|. 1.5
max S| < 5= max n(y) (1)
Consideremos o polindmio de duas varidveis m(zy,zs) 1= . €T} COM Cryr, 7 O de grau
0<i<h
055<ke

k := ky + k; definido no cubo Q := [a1,a; +{] X 42,02+ ] de lado [ := |Q|*/? e vértice (a1, az) - Seja
(21, ;) um ponto genérico de Q. Fixemos a componente ;. Por ( 1.5 ), na direcio e; = (1,0) vale

2
.2 :
< Lll azsraﬁ%ﬁ: l|"r, (:rl,xg)| . (1.6)

= (21, 22)
max (2, T2
<z <ar+l | Pey -

Variando z; em ( 1.6 ) temos

max ?—E(m )
361 1y %2

2
max < k%” max max ['rr(xl, .’1:2)|
a25525a2+l STy <a l

spSwzSaztl o) Sx <ay

1.7)

N

4]

k22

- l azgr:g%)éz.,.g Glsli}%§1+l |7r(a:1, '7:2)] .

Vale o anédlogo a { 1.7 ) para a derivada parcial de 7 na dirego e; = (0,1).
Assim, para polindmios de n varidveis, de grau k, definidas em um cubo Q de R" de lados

[@s,a; +1],1 <i<n,onde!:= Q1™ e vértice (a1,a2, -+ ,a,), tem-se
on 52 : .
max g-x:(:r) <k -i—rilea@xhr(x” paratodoi=1,2,...,n. (1.8)

A seguir apresentamos duas variantes da desigualdade de Markov; conforme sugeridas em Bojarski
2]

Proposigao 1.5 . ( Desigualdade de Markov para gradiente )} Seja Q um cubo em R* de
lado I := |Q[*'™. Todo polinémio m de grau k definido em @ satisfaz

k3 /2n(n +1)
[VAllze(e) < W‘“Ilﬂllwm)

onde V7 denota o gradiente de .



Demonstragdo. O gradiente do polindmio 7(z) e a norma euclideana desse gradiente sfio dados,
respectivamente, por

Vr(z) = (g;i‘l( ), 6:::2( )’-..,%(x)) e | |Vr ()| := {i (gg;(m))z]

=1

1/2

Assim,de(1.8)e1+2+---+n=”—(”2—“)-,seguem
)]
2k /n(n +1)/2 k2 /2n(n+1)

= 7 fgggl"’( z)| = ‘—“"m—'i}n—"—fgeax [m(z)|. H

1/2

r_gleaQXIVr( z)] <

<[ (3 mpra) ]

Um multi-indice é uma n-upla v := (v, v, - -, v,) de inteiros ndo negativos; o comprimento de v
é|v| =11 +1vp+ ...+ 1. O operador diferencial D” de ordem |v| é dado por D¥ := D* D3* --- Di»
onde D; 1= 72>
. x

Proposigio 1.6 . ( Desigualdade de Markov para derivadas ) Segja @ um cubo de R™ de
lado | := |Q|1/”. Todo polinémio = de grau k definido em Q salisfaz

k*\/2n(n + 1)]M

”DVWHL‘”(Q) < |Q||”|/n ”7'—”L°°(Q)

onde D*m denota a derivada de ordem |v| de .

Demonstragao . Faremos indugao sobre a ordem |v| da derivada.
Se || = 1 temos DM (2) € { £ (2), Z(a), -, &= x)}.
Utilizando a Proposigac 1.5 segue, para cada z =1,2,---,n,

o7 k2 2n(n+l)
< N7V
3x,( z)| =

max |7 (z)]-

max
reQ

Dado um multi-indice v = (v1,v2,---,14,) de comprimento |v| = m = my + mg -+ -+ + m,
suponhamos a proposi¢do valida para todos os multi-indices de comprimento < m.
Portanto, se |v| = m + 1 entdo D7 (3:) é um elemento de

al"lqr aivly 8""71'
{8::;”14'1.33;"2 B (I)’ Bt Bz?2+l.--~.az:‘" (.’L‘), ? P Bay 2 - B2 1 (SG) )
Utilizando a Proposicao 1.5 juntamente com a hipdtese de indugdo, seguem

Ml

0 1
pl PRI YT 33:?"""1.---.8:6,?“(3) ) E’E(ax S-SR Bx;f"n(m))k
Il
k*\/2n(n + 1 lei~1n k*/2n(n + 1
< nin )ma.x = o r)| £ _n(_?_z__z max |w(z)|. B
{ z€Q Ozt .0z ?. - - .Oxn { 7€Q




Conforme Bojarski [2] , uma das generalizacdes da Proposigéo 1.6 é a desigualdade || D7 ||zo(g) <
cl|7|| ooy , onde p € g sdo nimeros reais ndo negativos, O é um subconjunto aberto de Q) e a constante
¢ depende de 7, k, p, ¢ e v. Em particular, se O = Q e |v| = 1 entdo vale a seguinte desigualdade

média de Markov: Y, /
1 , P _Eu._ L e /g
(T?Q”{/Q'V”') . IQII’”(EQI/QI ')

onde a constante ¢ depende de n, k, p e ¢; Bojarski [2].

O caso p = ¢ = 1 na desigualdade acima implica na Proposi¢ao 1.5 onde a constante ¢ nao
precisa ser, necessariamente, igual a k*/2n(n 4+ 1).

O espaco de fungdes L}, .(Q) é constituido pelas fungdes f € L'(Q) tal que |f| é integrével sobre
qualquer subconjunto compacto de §2.

Dada uma funcio f em L},.(R"*), a média de f sobre o cubo @ serd denotada por

- 1
m=@4ﬁ (1.9)

Entende-se por didgmetro do cubo @ o segmento de reta contido no cubo passando pelo centro
e cujos extremos sio vértices de ). A medida do comprimento do didmetro de um cubo ¢ serd
denotada por diam Q) .

Em Torchinsky [1] e Maz’ja [1] encontra-se a prova da seguinte desigualdade local de Poincare:

1 P v nfp 4 1
(]-@“'/Q |f -~ fel ) < 2YP.diam Q. (m/;g |V7Tlp)

Para toda constante a € R™ e cubo Q com diam Q = +/n|@Q|*/™, segue da desigualdade média de
Markov com constante ¢ e da desigualdade local de Poincaré com f:=m—a :

1 , 1/p o 1 . 1/g
Iy <azya( o [ im-af) (1.10)

Seja 2+ 1 =1. De (1.9 ) e da desigualdade de Holder, temos

1/q L 1/g
leﬁst%%wﬂuww{ﬁLw).

Em ( 1.10 ) fazemos a = 0. Deste resultado e da relagdo acima resulta na seguinte desigualdade
para polinoémios, com expoentes conjugados:

1 pl/p 1 plfp pi
k] < o]+ g e

Na proxima secéo retiraremos a condigido % + -;— = 1 para a relagdo acima.

1/p

/p 1/q
< max {co2"/?\/n, 1} [T%Tv[? |7r]q] .

1.4 Desigualdades para Polindmios

Mostraremos o comportamento de um polinémio em L#(()) para 0 < ¢ € oo . Primeiramente vari-
amos ¢ e depois J. A seguir apresentaremos a Desigualdade de Gagliardo. Finalmente estimaremos
os coeficientes de polinémios.

Esta secdo contém resultados relativos & segio 3 de DeVore-Sharpley [1].
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A finitude do volume do cubo @ desempenhard um papel importante nesta dissertagdo. Por
exemplo, as funges f em LP(Q) sdo também elementos de L(Q)) para 0 < g < p < oo e’

(I%I/Q d 'q)w = (|Q|f 7 'p)w' (1.11)

De fato, se p = ¢ nada temos a provar; caso contrario, se ¢ < p aplicamos a desigualdade de
Hglder com expoentes conjugados £ > 1e 5 onde —E; =1 3% > 0, &s fungdes |f|? e 1 resultando em

s ([ )" or#.

Dividindo esta desigualdade por |Q| e extraindo a g-ésima raiz obtemos ( 1.11 ).
A prova da versdo de ( 1.11 ) no caso p = oo é imediata. Enuncid-la-emos a seguir para futuras
referéncias. Seja f € L®(Q). Entdo f € L(Q) paral<g< 0 e

1/q
(G r) < lemor (112

Para polindmios existem as desigualdades reversas de ( 1.11 ) e ( 1.12 ). Este é o objetivo da
préxima subsegao.

1.4.1 Desigualdade de Gagliardo

A segunda desigualdade do item i4) do teorema a seguir é a desigualdade de Gagliardo; conforme
Wallin [1].

Proposicao 1.7 . Sejam k> 0 ¢ ¢ > 0. Para todo polznomzo 7w de grau k e cubo Q@ C R* existe
uma constante ¢ > 1 dependendo de q, k e n tal que

1/q : 1/p 1/q
i) (ﬁj(;wq) < (-I-E—Q-I-/QW’”) < C(‘]‘%T_/qu) se g < p<oo;
i (7 thrlq)”q < Il < <157 [, 1) " seq<p=oco.

Demonstragio . Se k = 0, o polindmio 7 é constante. Logo valem as igualdades em i) e ).
Portanto, basta escolher ¢ > 1; digamos ¢ = 1.

Vejamos o caso k > 0. As primeiras desigualdades em :) e 12) sdo ( 1.11 ) e ( 1.12 ), respecti-
vamente, para polindmios.

Afirmamos que a segunda desigualdade em ¢:) implica na segunda desigualdade em 7).

De fato, sejam p e g mimeros positivos quaisquer (nio necessariamente g < p).

Por { 1.12 ) e a hipdtese de que vale & segunda desigualdade em iz) , seguem

(@isert) " S el <o [, o) i

9B.Subramanian caracterizou, em 1978, todas as medidas positivas p tal que LP{u) C L?(p) onde 0 < p < ¢ € 0.
Mais tarde, J.I.Romero caracterizou, em 1983, todas as medidas positivas u tal que L9(u) € LP (i) onde 0 < p £
g < oo. Utilizando o Teorema do Grdfico Fechado, Villani [1] simplificou as condiges e provas de Subramanian e
Romero. Independentemente, Miamee [1], utilizando também o Teorema do Grdfico Fechado, generaliza os resultados
de Subramanian e Romero. Sugerimos também Villani [2].




Isto prova a segunda desigualdade em ;). Vejamos a segunda desigualdade em i1).
O polinémio 7 é uma fungio continua no cubo compacto @) ; logo, existe um ponto zo € () onde

im(z0)| = 7|z - _ (1.13)

Pela Desigualdade do Valor Médio e Proposigao 1.5, obtemos

7 (z) — m(zo)| S V7] [z(@)le — 2ol < c0||7"'|iL==°(Q)L‘%I'{/jf;?i- (1.14)

onde cp i= k% /2n(n+1) > 1poisk>len>1.

Definimos o conjunto 5 := {m EQ:|lz—xo £ %f—n?} contido na esfera em R™ de centro zg e raio

roi= J%[;—h: . Assim, § ¢ Q. Afirmamos que existe uma constante ¢, depdendendo de ¢ € de n tal

que |S| > a|@Q]- De fato, seja Q o cubo, centrado em zo com didmetro de comprimento 2r, inscrito
em S. Assim, 2r = diam Q = /n lado de Q.

Portanto,
an 120\ 1 1 1\"
- (lado de Q) = -271' (ﬁ) = é‘; (CO\/T—;) |Q| . (115)
Isto mostra a afirmagao.
Lembramos que Zo € S. Restringindo z € S segue de ( 1.14 ) e da defini¢do do conjunto S:

1 QM

1
|m(z) — 7(z0)| < COHWHI’“(Q)WMQE;_ =5 lmllz) -

5] =

by

Se z € S ento a desigualdade acima e ( 1.13 ) produzem

7(e)| 2 Ix(zo)l - Ir(2) — 7(20)] > [zl = 3 lrllz=c@ = 5ll7llzc0)-

Elevando esta tltima desigualdade & g-ésima poténcia, integrando sobre S e por ( 1.15 ), seguem

9 o s o 2 0 < g0 200V )" g
Iy < g7 J 1717 < gy el < 20 [ el

Basta extrair a g-ésima raiz da desigualdade acima para obter a segunda desigualdade em ii)
onde a constante ¢ vale 2 (anzx/n + 1) " m

Encerraremos esta segio apresentando duas proposigdes utilizando o fato de que em espacos de
dimensao finita duas normas quaisquer sao equivalentes.

Usando argumento combinatério, Stein-Weiss [1] obtém a dimenséo do espago dos polindmios de
grau exatamente igual a ko dado por %‘l)}‘%

Assim, a dimensio do espago Pi. dos polinémios de grau < k ¢é finita ¢ vale

Zk: (ntj-1b (1.16)

= (n— 1)yt

Sejam um ndmero real A > 0 e um cubo ¢ de lado [ := IQ|/. Denotamos por A o cubo com
o mesmo centro de ¢ e lado de comprimento Al

Proposicdo 1.8 . Sejam k > 0, ¢ > 0 ¢ A > 0. Para todo polindmio m € P e cubo @ C R”,
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existem uma constante ¢ dependendo exclusivamente de k, n, g e A e outra constante ¢; dependendo
exclusivamente de k, n e A tais que

L (1 N 1 ANE .y
1) (L\—QE @ || ) < ¢ (@j;? |7 ) quando q € finito

“) ||"T||L°°(AQ) < C2||7T||L°°(Q) quando g = o0 .

Demonstragdo. Mostraremos o item 7). Seja ¢ finito. Pela equivaléncia das normas ||.|[ze(xg)
e ||-llze(q) estrita ao espago Py de dimensdo finita (dada por ( 1.16 )), existe uma constante ¢
dependendo somente das dimensdes de P (isto é, ¢o dependendo somente de k e n devido a ( 1.16 )),
satisfazendo

I7llnepg) < colimllze(@) para todo m € Fy.

Como |AQ| = A*|@Q|, segue a relagio

RSP B
301 o™ S S ol

: 1
Extraindo a g-ésima raiz desta desigualdade segue ¢) onde ¢; := (f;?;) fa que depende de k, n, ¢
eA.
Mostraremos o item i7). Afirmamos que iz) segue de ).
De fato, quando g = oo podemos escolher um pardmetro auxiliar finito go > 0. Pela desigualdade
de Gagliardo dada pelo item i1) da Proposigdo 1.7 com constante & e pelo item z) provado acima,

segue
1/90

1 1/90 1
| poe e |% < éc _.,__,/ 7| % < el 7| pee
Iellz=oe) (}AQ[ [ i) (o ) <allime)

onde ¢; := ¢, dependendo de &k, n, g e A.
Agora basta fixar go; digamos, go = 1. Assim, ¢; depende de k, n e A. Donde segue ::). H

Estimativa de coeficientes de polinémios € o assunto da

Proposi¢do 1.9 . Sejam k > 0 € ¢ > 0. Para todo polinémio m(z) := »_, ¢,(z — zo)” € Fi ¢ todo
|v1Zk

cubo Q com z € Q C R*, existem uma constante ¢ dependendo de k, n, ¢ e A ¢ outra constante c;

dependendo de k, n e A tais que

: lm o [ AN o
£) Z e {|@] = q(TQ_I-/;? |1T|) se g € finito

|| <A

i) 3 1ell@M” < calimllzeg) s€q=00.
lvigk

Demonstragdo. Faremos a primeira simplificagéo. Se 1) e 2¢) sdo validos para um cubo contendo
a origem zg = 0, por tramslagdo y := z — 2o, ¢) € iz) também valem para um cubo qualquer com
zo # 0. Afinal, a integral em %), a norma ||.||z~(Q) em 7%) e o volume de @ sdo invariantes por
translagdes; o novo polindmio mo(y) := 2}, 1<k ¢¥” tem os mesmos coeficientes de 7(z).

Agora a segunda simplificagdo. O item i) implica ).

De fato, pela desigualdade de Gagliardo (item i) da Proposigao 1.7 com constante ¢ e supondo
vélido i7) , segue 1) com ¢; = ¢2C.
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Assim, basta demonstrar i) para cubos contendo a origem. Provaremos 7:). Consideraremos
vérios cubos contendo a origem. Iremos utilizar o fato de Py ter dimenséo finita (conforme ( 1.16 ))
: donde segue que quaisquer duas normas sao equivalentes em Py .

Uma norma do polindmio
miz)= Y ¢z’ (1.17)
[vl<k

.y . . a, s . n
definido no cubo centrado na origem e de comprimento unitario ¢ = [—%, %] é dada pela norma da

Imslls = > les]-

i<k
A outra norma para my € {|T1||pe(Q) -
Portanto, existe uma constante d; dependendo somente da dimensdo de Py (dada por ( 1.16 ))
tal que
[malls < difimilzee(e) -

E isto é exatamente 47) com. |Q[Y/™ = 1 e constante ¢; = d.
No caso do cubo [A, A]*, aplicamos a mudanca de varidveis de [~A,A]" em [—%, i—] dada por
y:= 2z em ( 1.17 ). Logo,

)= 3wy e limls= 3 lel (2.

lv|<k || <k

Portanto, existe uma constante & dependendo somente da dimensio de Py (dada por { 1.16 ))

tal que
[72lls < &limellLe(g) - (1.18)

( 1.18 ) é exatamente i) com |Q|Y/™ = 2) e a constante c; := &. N
Para um cubo arbitrario Q@ 3 0 com { := |Q|Y™ tem-se Q C [-1,I]" =1 Q C 3Q.
Por ( 1.18 ) e pelo item ¢z) da Proposig¢ac 1.8 com constante dz seguem

S el < 30 el @M S il peg) < Elmllieee) £ Edaflmllze) -
Mgk vl

Donde segue i) onde ¢ := éd;. @

1.5 Trés Tipos de Funcdes e o Espaco de Lorentz'”

Nesta secfio apresentamos os conceitos de fungio distribuigao, fungio rearranjo ndo crescente e funcao
rearanjo maximal. Estas trés funcdes possuem algumas semelhancas; por exemplo, todas as trés pos-
suem normas equivalentes a ||.[[L»(rn) para 1 < p < 00, mas somente a funcdo rearranjo maximal
satisfaz a desigualdade triangular. Estas e outras propriedades sdo os objetivos desta secdo. Uti-
lizamos as duas dltimas funcdes para definir uma seminorma e uma norma, respectivamente, no
espaco de Lorentz. A interpretagio geométrica das duas primeiras fungdes podem ser encontradas
em Bennett-Sharpley [2] ou em Benedeck-Murphy-Panzone [1].

10Mais informagdes sobre o assunto tratado nesta segio podem ser encontradas em Okikiolu [1], Oklander [1],
Cotlar-Cignoli {1], Bennett-Sharpley (1], Sadosky [1], Stein-Weiss [1] e Stein [2].



1.5.1 Funcao Distribuigao

Fixada uma funcgio f mensurdvel em R", definimos o conjunto mensuravel
Ef(A) :=={z € R*: |f(z)| > A > 0}.
A fungdo distribui¢do de f é definida pela medida do conjunto E(A), dada por
Fu(2) = |E;(N)] = [{z € B : [f(2)] > A}

A funcio f,.()) é ndo negativa, nio crescente e continua & direita (portanto, fe(X) é uma fungio
mensuravel em (0, 0)); conforme Wheeden-Zigmund [1] e Oklander [1].

Agora um exemplo. Consideremos a fungio caracteristica f = cx4 com A C {! e medida |A] =
a<oo.Sec< A, fulX) ézero; se A < ¢, ful) é|A|. Assim,

Fo(A) = axpo(A)-

A fungio distribuicio ndo satisfaz a desigualdade triangular, isto é, ndo ocorre (f + g)«(A) <
F«(X) + g<(}) para toda todas as fungdes f e g e todo A.

De fato, sejam o intervalo unitario A = [0, 1] da reta real e as fungbes f = 4x4, g = 2x4. Entao
f+ g =6xs. Pelo exemplo acima, temos f. = X[o4), 9= = X[0.2)> (f + )« = Xlos)- Agora basta
escolher algum A conveniente; por exemplo, A = 4.

Aproveitamos o caso acima para mostrar que |f| < |g] + |k| nem sempre implica fu(A) < g«(A) +
ho(A).

De fato, sejam as mesmas funcdes f e g e o conjunto A dados no exemplo acima, e ainda a fungéo
h = 3x4 com h. = xj3)- Agora basta escolher algum A conveniente; por exemplo, A = 3.

No entanto, vale a seguinte

Proposigac 1.10 . Se |f(z)] € ¢|g(z)| + Bih(z)| com e B € R ez € B*, entio
flla+ BN < gu(A) + ha(d)  para X >0.

Demonstragio . Se |f(z)| > (a+8)) entéo |g(z)| > A ou |h(z)| > A. Caso contrario, s |g(z)] < A
e |h(z)| < A terfamos |f(z)| £ a|g(z)| + Blh(z)| £ (o + B)A; contradigio.
Para obter a proposi¢ao basta comparar as medidas dos conjuntos

{ze R*:|f(2)| > (a+B)A} C{z € R : |g(z)| > MU{z e R |h(z)|>2). W

Dada uma fun¢io f € LP(R*) com 0 < p < oo tem-se

' > P> WP = NP|Ef(A A
j;n IfIF = 0 |7 = £10) |Ef(A)| para todo A >0,

isto €,

P
f(A) < ”f“_/z\:gg_}z_n)* para todo A > 0. (1.19)

( 1.19 ) é a desigualdade de Chebyshev e diz que o “tamanho” de f é limitado por uma cota
superior dependendo da norma de f.
A desigualdade de Chebyshev fornece informagdes sobre o comportamento de fi.

De fato, por { 1.19 ) segue
lim fi(}) = 0. (1.20)

Uma das utilidades da funcgéo distribuico é relacionar f.(A) com a norma de f em L?(R") no
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Teorema 1.11 . Se f € mensurdvel entdo

]n |fiP = jfooo pN LA (N)dA para 0 < p < oo

| Fllzoeqrny = inf{A>0: fu(A) =0} = sup{A>0: fu(}) #0} parap=co.
Demonstracdo. Bennett-Sharpley [2] ou Wheeden-Zigmund [1] ou Oklander [1] . B

Segundo Stein [2], todo conceito relacionado exclusivamente com o “tamanho” de f pode ser
expresso em termos de f,.. Um exemplo é o Teorema 1.11.

Diremos que duas fungdes f e g (podendo serem definidas em distintos espagos com medida) séo
equimensurdveis se possuem a mesma funcdo distribuicso.

Com esta defini¢io, o Teorema 1.11 fornece a igualdade de normas em LP(R*), com 1 < p < oo,
para duas fungdes equimensuravels.

Dada uma funcio f existem muitas fungdes g tal que f. = ¢.; basta tomar g como sendo f
redefinida em conjuntos de medida nula. Portanto, a fungdo distribuicdo néo detecta alteragdes em
f realizadas em conjuntos de medida nula.!!

O préximo objetivo é obter uma fungdo que seja equimensuravel a f.

1.5.2 Funcdo Rearranjo Nio Crescente!?

Rearranjo em ordem nio crescente para uma seqiéncia de elementos com nimero finito de termos é

ficil de realizar e pode ser visto em Bennett-Sharpley [2]. Se a quantidade de termos for infinito ja é

outro caso; sugerimos Hardy-Littlewood-Pélya [1]. Formularemos essa idéia aplicada a uma fungdo.
Para todo s > 0, definimos

F(s) :=inf {2 >0: fu(A) < s}. (1.21)

A funcio f*(s) é nio negativa, nio crescente e continua a direita; conforme Oklander [1} e Stein-
Weiss [1] (portanto, f~(s) é mensurdvel) e é chamada rearranjo nio crescente de f em RY.
Por exemplo, a func¢do distribuicdo de f* é dada por

(F)LA) = {s€ R : f*(s) > A} =sup{s 2 0: f*(s) > A}. (1.22)

Em ( 1.22 ), 4 segunda igualdade provém do fato de f* ser ndoc crescente.
A seguinte afirmacéo pode ser encontrada, por exemplo, em Oklander [1], Sadosky {1] ou Bennett-
Sharpley [2]:
Fe(Ay = (f){)) para todo A > 0. (1.23)

Donde vem a equimensurabilidade entre f e f*.
Vejamos duas aplicagdes de { 1.22 }. A primeiraé a

N Existe uma classe de fungdes onde os elementos sfo caracterizados pela equimensurabilidade. Mais precisamente,
seja A a classe das fungdes > 0, nfio crescentes, continua 3 direita e definidas em R* = (0,00). Considerando f e
g elementos de .4 segue fu. = g. <= f = g (esta equivaléncia estd provado em Cotlar-Cignoli [1]). E isto permitird
caracterizar de maneira 1inica uma fungio equimensuravel a uma dada fungio f (o enunciado e a prova deste resultado
estd também em Cotlar-Cignoli [1]}.

124 teoria dos rearranjos nio crescentes de fungdes foi introduzida por Hardy e Littlewood em 1930 como con-
seqliéncia do estudo de rearranjos para séries. Bennett-Sharpley [2] acrescenta que esses rearranjos ja eram utilizados
por J.Steiner em 1881 e H.A.Schwarz em 1884. Hi vdrias defini¢hes equivalentes de rearranjos nio crescentes. A
definigdo dada nesta secfo estd em termos de fungdo distribuigdo, e continua vilida em espagos de medidas mais gerals
conforme Okikiolu [1]. A técnica dos rearranjos € aplicivel a operadores definidos por convolugao; Okikiolu [1].

14



Proposi¢ao 1.12 . Se f* =0 entdo f = 0 quase sempre.

Demonstragio. Se f*(s) = 0 para todo s € R* entéio, por ( 1.22 ), tem-se (f*).(A) = [0} =0
para todo A > 0; sendo f e f* equimensurdveis segue f.(A) = 0 para todo A > 0. Agora basta
aplicar o Teorema 1.11 comp=1. @

Para a outra aplicacio de ( 1.22 ) consideremos s = 0. Definimos A := f*(s). Tomemos uma
seqiiéncia A, L A com fu(An) < s para todo m € N . Pela continuidade & direita de f. seguem

AUF(E) = £00) = Jim fuln) S 5.

Acabamos de provar o seguinte resultado crucial que seré utilizado nos capitulos seguintes, em
certas estimativas.

Proposicio 1.13 .  Se f € uma fungdo mensurdvel entdo

F(ff(s) = Hze R :|f(x)|> f(s)}] £ s paratodos>0. M

Coroldric 1.14 . || flizer) = ||/ llzer+y 560 <p<o0; |[fllzorny = f1(0) sep=o0.
Demonstragio . Basta aplicar { 1.23 ) no Teorema 1.11. B

A funcdo rearranjo nao crescente também nio satisfaz a desigualdade triangular (f + ¢)"(s) <
F*(s) + ¢g"(s) para todo s = 0 .

De fato, para f = X[o,1) € § = Xjz,3) tem-se f* = g* = xp) € (f + 9)" = Xfo,2) - Basta escolher

um A conveniente; por exemplo, A =1 .
No entanto, vale a seguinte

Proposigdo 1.15 . 4) Paratodos; >0 €332 0,(f +g) (s1+s2) < f*(s1) + g (s2) -
i) Se |f(z)] < lg{z)| para todo z € Q entdo f*(s) < g*(s), onde s 2> 0.

Demonstracao . Basta tomar o infimo sobre os A > 0 nas inclusoes

{ A F2) €5 3N 1 gu(A/2) S 52} SO (F+9).(X) € 51+ 82}

QLN SIS <s). B

Proposicéo 1.16 . Sejam f: R* — R uma funcdo mensurdvel e A C R® um conjunto mensurdvel
com medida |A] finita ou ndo. Entdo

){4 |F(z)|dz < [} . f(s)ds.

Em particular, vale a igualdade na proposi¢io acima quando: ¢) A tiver medida infinita; e isto se
reduz ao Coroldrio 1.14 com p = 1; %) A = Ef(}), onde E;()) foi definida na subsecao 1.5.1;
para verificar este caso indicamos Oklander [1].

Demonstragido da Proposigio 1.16. (Oklander [1]) Pela observagéo i) acima, podemos supor A
tendo medida finita. Neste caso, podemos definir uma funcio auxiliar ¢ := fxa; logo, |g(z)] £ |f(z)]
para todo z € R™.. Pela Proposicao 1.15 item iz), tem-se g*(s) < f*(s) para todo s > 0.
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Por outro lado, estimaremos g*(s) para todo s > 0. Comegamos estimando
g-(A) =Hz € B*: |g(z)| > A} = {z € A: |f(z)| > A} < |A] para todo A > 0.
Assim, pela relagdo acima, a fun¢io rearranjo ndo crescente de g vale
g (s) =inf{Xgu(N) <s}=0 seld]<s.

Portanto, pelos resultados acima e do Corolario 1.14, seguem

[1r@lds = [ ot = [~ g (s)ds = [ gr(shds < [ 5(s)ds.

E obtivemos a proposi¢do. B

1.5.3 Funcao Rearranjo Maximal

Dada uma funcio f tem-se a fungdo rearranjo ndo crescente f*. Definimos a fung@o rearranjo
mazimal como sendo a média de f* no intervalo real (0,¢] para £ > 0, isto é,

fo) = [ £r(o)de. (124

Proposigéo 1.17 . ) f™(¢) < |[fllgemny %) f(1) < % fo T p(s)ds di) F() < l|] Fllzram -

Demonstragio . Os itens i), i) e i47) sio conseqiéncias de ( 1.24 ) e das igualdades || f*||po0(p+y =
1fll oo rmy € |l pemey = [ f1| g1 (gn) verificadas no Corolario 1.14. &

Darernos duas versdes da funcéio rearranjo maximal. A primeira versao é obtida fazendo £ := s/t
em ( 1.24 ). Na forma

1
e = [ e
segue que f**(t) é fungdo ndo crescente e satifaz
. . ) .. 1
Proposigdo 1.18 . ) f(¢) < f*(t) para todo t > 0;  it) f*(t) < || fllpacan) -

Demonstracio . Mostraremos ). Se 0 < £ < 1let > 0 entdo 0 < t€ < . Assim, f*(t) < f*(¥)
para todo 0 < ¢ < 1. Uma integragdo sobre [0,1] prova ¢). O item i) segue de 7) e da Proposicao
1.17 item ¢42). B

A segunda versio tem a finalidade de mostrar a desigualdade triangular para a funcdo rearranjo
maximal. Segundo Calderén [1], Stein-Weiss [1] e Bagby [2] , para E C R* vale

() = l z)|dz
7o) = sup 5 [[17(e)lde. (1.25)

Nessa forma segue imediatamente a desigualdade triangular
(fF+g)" (@) < () +97(t) (1.26)

Além disso, se ¢ € R"™ é escalar, vale (cf)**(¢) = |¢|f*(t) para todo ¢t > 0. Portanto, o operador
w# 1 f > f** & sublinear.
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Vejamos a equivaléncia das normas em LP(R™ ou R*, conforme o caso) de f, f* e f™.

Proposicio 1.19 . Sel < p < oo entdo
L3 £33 p * p
||f”Lp(Rn) = ”f ”Lp(R+) < Hf ”Lp(R-t-) < ;_“"’i"“f ”[,p(R+) = ;?i‘”f“[,p(ﬁn) .

Demonstragio. (Oklander [1]) Basta verificar as trés primeiras desigualdades. A quarta é con-
sequéncia da primeira.

Se p é finito, as trés primeiras desigualdades seguem do Coroldrio 1.14, item z) da Proposigao
1.18 e item 7) do Teorema 1.3 com r = 0 aplicado a ( 1.24 ), respectwamente

Se p é infinito, convencionaremos =2~ =1 ¢ as trés primeiras desigualdades seguem do Corolario
1.14, item :) da Proposigao 1.18 e 1tem ii) da Proposicdo 1.17 combinado com o Corolario
1.14, respectivamente. @

1.5.4 Espaco de Lorentz

O Teorema 1.11 teve o propdsito de obter

/Rn |fIP = j{)w |f*(s)fPds = /000 |31/pf*(3)

Isto sugere as seguintes defini¢des para a seminorma de uma fungdo mensuravel

P ds 14
— 1.27
S ( )

oo 1/q
|f|z(p,q) =] (/0 [Sl/Pf*(s)]q El-'-g-—) se 0<g<oo

S

o) = 522 {s*Pf*(5)} se ¢=00

onde 0 < p < oc com a convengao 1/oo = 0.1°
O conjunto {f mensurdvel em B : [f|7, , € finito } é chamado espago de Lorentz, denotado por

L{p,q).*°
Em geral, o funcional |f[} L(pq) P80 € uma norma pois f* nao satisfaz a desigualdade triangular

(conforme exemplo apresentado na subsegio 1.5.2); veremos adiante que |f|; L{pg) S€Té equivalente
a uma norma para L(p,q) quandop=g=1loul <p<Looel < g < oo. Assim, este se torna um
espaco de Banach.

Em particular valem:

i) se p = q entdo L*(R") = L(p,p) com ||| p(mny = ||1(pp) PoT2 0 < p < 00.

71) Para g finito, L{o0, ¢) contém somente a funcio nula.

De fato, utilizaremos a sugestdo dada por Hunt [1]. Para verificar esta afirmacio é suficiente
mostar que f*(s) = 0 para todo s > 0 e utilizar a Proposigdo 1.12. Mostraremos agora f*(s) =0
para todo s > 0. Por contradi¢do, suponbamos f*(b) # 0 para algum b > 0. Logo, pela propriedade
de f* ser funcdo nidoc crescente,
= 00.

b
o> [T 2 im [ 7S 2 o im 12 = o) a2

a0 a-30 Jq

130) espago de Lorentz foi introduzido e generalizado por G.G.Lorentz em 1950 e 1953, respectivamente, conforme
Bergh-Lofstron [1].

1Uma interpretagio alternativa para a notagdo ds/s € dt/t = medida de Haar em relagfio ao grupo multiplicativo
dos pontos ¢ € (0, o), conforme Butzer-Berens {1].

150s casos ¢ = 1 e ¢ = oo foram estudados, formalmente, por G. G. Lorentz em 1950 . Calderdn introduzin o espago
L(p,q) paral < p< oo e 1 < g < oo com a finalidade de generalizar o teorema de Marcinkiewicz e sua relagao com o
teorema de Riesz-Thorin.

160 tratamento cldssico do espago de Lorentz é dado por Hunt [1].
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Contradigio. Assim f(s) = 0 para todo s > 0. Falta mostrar que f(0) também ¢ nulo; mas isto
segue pela continuidade & direita de f*(s).
i41) o espago de Marcinkiewicz é LE := L(p,00) com |-|p» = ||} o) Para 0 < p < co.
iv) O espago L} é completo e nio normaével; conforme Sadosky [1] e Bergh-Lofstron [1].
Expressaremos a seminorma de Marcinkiewicz | f|;» em termos de f~ e f. quando p ¢ finito.
Sendo A = f*(s) essencialmente a fungao inversa de s = f«(}), conforme Benedeck-Murphy-
Panzone [1] e Cotlar-Cignoli [1], tem-se

flog = sup {s*7f*(s)} = sup RACVREONS (1.28)

Podemos relacionar as normas de L? e LP(R™) quando p for finito.
De fato, para 0 < p < oo utiliza-se ( 1.19 ) e ( 1.28 ) para produzir

[flzz £ 1 fllecae) - (1.29)

Em relacio a ( 1.29 ), Marcinkiewicz mostrou que algumas desigualdades cldssicas ainda valem
se || fll zo(gny for substituida por |f|,» conforme Cotlar-Cignoli [1].

O espago LP-fraco consiste das fungbes mensuréveis f em R™ tal que existe uma constante c(f)
dependendo de f tal que

HA) = {z € R%|f(z)| > A} < Le—%?—]i para todo A > 0. (1.30)

( 1.19 ) e ( 1.29 ) implicam LP(R™) C L*-fraco e LF(R*) C L% |, respectivamente. Na verdade,
LP-fraco = L?.

De fato, vejamos a inclusio LP-fraco € L?. Seja f € LP-fraco. Por ( 1.28 ) e ( 1.30 ) segue
Iflzz < e(f) < co. Vejamos a outra incluséo. Seja f € L?. Entéo, por ( 1.28 ), segue

FOVPA < sup{ )P0} = | fl1z -
A>0

Donde,
T2
f(A) £ SYE
Basta tomar ¢(f) := | f|z e isto finaliza a afirmacéo.

A inclusdo LP(R™) C LP-fraco é estrita.!”

Vale também: LP(R*) C LP-fracoC L], .(R™) para 1 < ¢ < p < oo ; conforme Journé [1].

Seja T um operador tipo fraco (p,q) levando LP(R™) limitadamente sobre Li-fraco, isto é, existe
uma constante ¢ dependendo somente de p e ¢ satisfazendo A[(Tf).(A)]V? < ¢||f|| L#(re) Para todo
A>0efem LP(R*). Tomando o supremo para A > 0 tem-se, por ( 1.28 ), que Tf € Ll e
1T flrs < cll fllzo(rny - Assim, um operador tipo fraco (p,g) leva L?(R") limitadamente sobre L. Por
essa razac a classe LI é chamado de Li-fraco.

As imersdes do espago de Lorentz L(p, ¢) podem ser obtidas quando fixamos o pardmetro p e
variamos o segundo pardmetro ¢. Vejamos.

17Sadosky [1] apresenta o seguinte exemplo na reta R onde essa inclusio é estrita. Seja f(z) := z~1/7 x(0,1)(%)- £
realmente simples verificar que f ¢ L?(R). Mais simples ainda é verificar que f € L. Vejamos: fu(A) = |{z € R :
If(z)] > A = {z € (0,1) : z=Y2 > A} = [{z € (0,1) : £ < A"?}| = medida do intervalo (0, A7) = AP . Neste
exemplo, ( 1-28 ) implica |f|;» =sup {fu(A)}7A}=1.
A>0
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Fixado 0 < p € 0. Se 0 < ¢ < r < ¢ entdo L(p,q) <> L(p,r).'® Este resultado estd provado
em Hunt [1], Stein-Weiss [1] e Calderén [2].

Em particular, resulta L(p,1) < L?(R"™) — L(p, o) para todo 0 < p < 0.

A seminorma |. IL(p o ¢ uma norma se e somente se 1 < p = ¢ < 00; conforme Okikiolu [1].

Queremos definir uma norma em L(p, g) para outros valores de p e ¢. Como |-I7 Lo = l-llzeeamy s
onde 1 < p < oo, j& é uma norma em L(p, p), seria conveniente que a norma a ser introduzida em

L(p, q) fosse relacionada a ||, yparal <p<oo,1 < gSocep=g=1. 19 Esse sera o préximo

objetivo.?°

Com a convencdo 1/c0 = 0, as normas usuals em L(p, ¢) para 1 < p < oo sdo

"1

R gds\
I Fll ey == ([) [s7 f(s)] -—f) se 1<¢g< >

”f“L(p,oo) = Sglo) {S;f**(S)} & g =00

Sep=oo0el<q< oo, pela Proposigdo 1.18 item i), tem-se 1f|z(oo,q) < Nl zgoorg) -

Sep=g=o00,por (1.24), tem-se || /|l 0,00y = [f|Z(o0,00) -
Seg=1el<p< oo entdo, por ( 1.24 ) ¢ uma mudanca na ordem de integracao,

gy = [ F(o)sids = [7 [ (s deas
Y e R _ P i
= fb [E f(€)s7 7 ds de = 211,

Com isso obtivemos os itens 1) e i1z) da

Proposigdo 1.20. i) Sel<p<ooel< q < oo entdo [fl10) S ISl < 2l e -

i) Sep=o00 e 1 < g < oo entdo |fl7 g < [ fliL(eog) - A igualdade ocorre parap =g = oo

ity Seg=1el <p<ocoentdo|flleey = p_.llf|L(p‘1).
Demonstracio . Falta mostrar ). A primeira desigualdade provém da Proposicao 1.18 item )
seja g finito ou néo; a segunda, é a desigualdade de Hardy ( Proposigao 1.3 item:) comr =1 —1 )
se ¢ ¢ finito. Quando ¢ = oo, pela definigio de |.|3, ., segue f*(s) < Iflz(p,oo)s“l/p para todo s > 0.
Logo

*x: e 1 * t -— p _— *
PO = [ 7O S Gl [ 70 < B

Ou seja,
1/p pwx ¥y *
t pf (t) S p— 1 |f|L{p,oo} -

Tomando o supremo para todo ¢t > 0 obtém-se o desejado. B

Encerraremos esta se¢do com um comentéario. O espago de Riesz LP(§) e o espago de Marcinkiewicz
L2(Q}) sdo casos particulares do espago de Lorentz L(p,q). Uma das generalizagdes de L(p, q) é o

13Em relagio ao espago LP(Q), se 1 < p < r < o0 ¢ medida de Q ¢ finita entdo L™(Q2) «» LP(R); isto segue pela
desigualdade de Hélder. A finitude da medida de 2 ¢ essencial. Portanto, ao variarmos o pardmetro p no Teorema
1.18, serd natural impor a condigdo da medida de Q ser finita. Assim, exigindo a finitude da medida de 2 juntamente
coml<p<r<oceol<g<s<oosegue L(r,s) «+ L(r,00} <« L{p,q); conforme Hunt [1].

19Mais ainda, L(p, ¢) ndo pode ser espago normado se p=1e 1 < ¢ € co; segundo Stein-Weiss [1].

*0Oklander [1] salienta que essa é a principal razdo para motivar a apresentagio da fungio rearrajo maximal pois
esta satisfaz 2 desigualdade triangular { 1.26 ).
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espago de Orlicz que pode ser visto em Bennett-Sharpley [2] e Adams {1]. Outra generalizagdo é o
espaco de Lorentz-Zigmund L*(log L)* introduzido por C. Bennett e K. Rudnick em 1980; conforme
Bennett-Sharpley [1]; e este espago contém também espago de Zigmund.

Merucci [1] generalizou o espago L*¥(log L)*.

1.6 Diferenciagao de Integrais e
Funcio Maximal de Hardy-Littlewood?

1.6.1 Diferenciagao de Integrais

Segundo R.Feffermann [1], teoremas sobre diferenciagio de integrais sdo equivalentes a teoremas
maximais.

Os teoremas maximais podem ser, basicamente, obtidos através de dois métodos: a transformada
de Fourier e lemas de coberturas.

Sob esse segundo ponto de vista, M. de Guzman [1] e [5] entende a teoria de diferencia¢io de
integrais como sendo a combinagio de propriedades de coberturas e propriedades de diferenciagéo de
certas familias de conjuntos. Na verdade, essa combinag¢éo é uma equivaléncia,

propriedades de diferenciagio <=> propriedades de cobertura .

1.6.1.1 Propriedades de Diferenciagao

Para cada = € R", seja B(z) a colecdo de conjuntos B mensurdveis, limitados, contendo z e de
medida positiva tal que existe seqliéncia {B;},.y C B(z) com didmetro de B; | 0. A colecao
B :=U.en B(z) é chamada base de diferenciacdo.

Reciprocamente, se para cada B € B e z € B tivermos B € B(z), a base B é chamada base de
Busemann-Feller apresentada por H.Busemann e W.Feller em 1934.

Em Guzman [1] apresenta-se o seguinte resultado: se B(z) séo cubos ou esferas ou paralelepipedos;
todos contendo ou centrados em z, entdo B é base de diferenciacdo. As bases B formadas por esses
conjuntos contendo z sio bases de Busemann-Feller; os centrados em z, ndo. Sugerimos também
Guzmin [3] e [2].

1.6.1.2 Propriedades de Cobertura

Resultados referentes a propriedades de cobertura sio conhecidos como lemas de cobertura. O
teorema de Heine-Borel de 1895 pertence 4 classe com propriedades de cobertura. Qutros resultados
com propriedades de cobertura sdo os lemas de Vitali de 1908, de Besicovitch de 1945 ¢ 1946 e sua
generalizagio por A.P.Morse em 1947 e de Whitney em 1934. Estes resultados podem ser utilizados
em outras dreas. Por exemplo nc teorema de Sard*? sobre pontos criticos de uma funcdo, e sua
generalizagiao por Guzmén em 1972. Este pardgrafo estd desenvolvido em Guzmdn [1].

O lema de Besicovitch ¢ importante na teoria da diferenciagdo.

O lema de Vitali é uma consequéncia do lema de Besicovitch; conforme Guzman [5]. Na préxima
secdo apresentaremos um lema de tipo Vitali, versdo para cubos diadicos.

21Esta se¢io estd baseado em Sadosky [1], Okikiolu {1], Cotlar-Cignoli [1], Stein-Weiss [1], Journe 1], Stein [2] e
Guzmain [1]. Um esbog¢o das idéias cléssicas sobre fungdes maximais, teoremas de diferenciagao, integrais singulares,
suas interrelagdes e aplicagoes pode ser encontrado em Stein-Wainger [1].

22Um resultado relacionado 3s hipéteses do Teorema de Sard pode ser encontrado em Grimberg [1].



1.6.1.3 Teorema de Diferenciacio de Lebesgue Cléssico®

O préximo teorema é um resultado classico na teoria de diferenciagio de integrais com uma modi-
ficagio. Na versio original tem-se esferas abertas centradas em £ € R® com raio tendendo a zero.
Uma prova encontra-se em Guzman [5] como conseqiiéncia do lema de cobertura de Besicovitch.

Teorema 1.21 . ( Teorema de Lebesgue para diferenciagdo de integrais ) Seja f uma
fungdo localmente integrdvel em R"™. Entdo, para quase todo x € K", vale

1
lim ——— fly)dy = f(z (1.31)
B10G ] Jawn WY =IO
onde Q(z,r) é um cubo aberto ndo degenerado centrado em x € R™ com lados de comprimento r
paralelos aos eizos coordenados.

Uma indicacio para a demonstracio do Teorema 1.21 serd dada na préxima subsegao.

Uma terceira prova do Teorema 1.21 pode ser obtida pelo método da rotagdo. Esse método
foi introduzido por Calderdn-Zygmund em 1936 no estudo de operadores integrais singulares. Essa
prova néo utiliza propriedades de cobertura; conforme Guzman [5]. O método da rotagdo também é
descrito em Torchinsky [1].

Poderia se pensar que { 1.31 ) ainda aconteca para conjuntos mais gerais “contraindo” para z.
Era o que se pensava até que o exemplo de H.Bohr, para retingulos de R? de lados paralelos aos
eixos, fosse apresentado em 1927 num artigo de C.Carathéodory. Versdo simplificada do exemplo
de H.Bohr pode ser visto em Guzman [1]. Apareceram resultados em duas diregbes. A primeira
direcio é determinar as classes de conjuntos que poderiam substituir as esferas originais S(z,r) :=
{y€ R*; |z —y] <r}em ( 1.31 ). S.Saks®** apresentou dois resultados: o primeiro, afirmativamente,
em 1933 com seu teorema de densidade forte e o segundo, negativamente, em 1934 provando a
existéncia de uma fungio em R™ tal que ( 1.31 ) vale para esferas mas néo para paralelepipedos.
A outra direcio é determinar sobre para quais espagos, no lugar de L*(E*)(C L;,.(R™)), ainda
vale ( 1.31 ). Responderam afirmativamente, A.Zygmund em 1934 para os espagos LP(R"),1 <
p < oo e B.Jessen, J.Marcinkiewicz e A.Zygmund em 1935 para o espago L(1 + log™L)" ™ (R").
A.Zygmund em 1967 mostrou que resultados de B.Jessen, J.Marcikiewicz e A.Zygmund ainda valem
para L(1 + log*t L)""*(R"*). Este pardgrafo é desenvolvido num contexto mais geral em Guzman [3];
sugerimos também Zygmund {1].

No final desta segio apresentaremos uma caracterizagio do espago L{1 + log™ L)}(R™).

Por outro lado, a substitui¢io de Q{z,r), em ( 1.31 ), pela sua fronteira “contraindo” para z
e considerando area em vez de volume podem produzir resultados distintos em ( 1.31 ); conforme
Stein-Wainger [1]. Em geral, a substituicdo de Q(z,7) em ( 1.81 ) por outros conjuntos recebeu
muita atengdo nos anos 1930, segundo Stein-Wainger [1] onde esses autores citam o trabalho de
Busemann e Feller de 1934 nessa area.

Apesar desse problema, é conveniente formalizar as defini¢bes em termos de cubos centrados.

A seguir analisaremos o comportamento da média i fo(e,r) f(¥)dy tomando o supremo sobre
os cubos Q(z,r). Isto é o oposto ao que foi feito em ( 1.31 ) onde Q{z,r) | z. Mesmo assim
obtemos resultados referentes a diferenciagio de integrais. Zygmund [2] comenta que é uma lastima
Hermann Weyl, em 1909, nio haver desenvolvido a idéla pioneira de substituir fim por sup.

23A. S. Besicovitch foi um dos fundadores da moderna teoria local de diferenciagao, conforme Guzman [3].
24Uma bilbiografia de Saks é dada em Zygmund [3].



1.6.2 Funcido Maximal®

Funcbes maximais sdo obtidos em termos de supremos segundo determinados pardmetros. A finali-
dade desta seciio é apresentar o operador maximal de Hardy-Littlewood juntamente com o teorema

maximal de Hardy-Littlewood.
Fornecemos a equivaléncia entre a fungdo rearranjo maximal da fungdo maximal de Hardy-

Littlewood com a funcio maximal f. Como conseqiiéncia, demonstramos o teorema de difer-

enciacdo de Lebesgue.
Encerramos o capitulo, caracterizando o espago de Zygmund via fungio maximal de Hardy-

Littlewood.

1.6.2.1 Operador Maximal

Funcdes maximais sio geralmente definidas em termos de supremos calculados sobre determinados
parametros.

Proposigao 1.22 .% Sejam 1 < p < o0 € {fm: R* = Bym € N} uma sequéncia de fungbes

mensurdveis (ndo necessariamente em LP(R™) ) satisfazendo lim fm(z) = f(z) para quase todo

© € R* com fungio maximal da sequéncia {fm;m € N} dada por My(z) := sup |fm(x)| € LP(R").
meN

Entéo fn, € LP(R") paratodom € N, f € L?(R") ¢

lim - |fn(z) — f(z)Pdz = 0.

m—+0oo

Demonstragio . Seja 1 < p < co. Fixado z, a relagio |fn(2)]” < Mo(z)? para todo m implica

[f(z)I" < Mo(z)”.
Assim, {f?. : m € N} C L(R") e f? € L?(R"*) pois My € L?(R") por hipétese.
Por outro lado, valem

Jim |fu(2) = F@)P = [ i 1fn(e) = 1)) =0

M=FCO

| fm(2) = (@) < [fm(@) + 1F@)P < Z[fnl2) P + 1 f(2)7] < 275 Mo()?
onde 2P+ My(z)? é funcdo integrdvel em R™.

Pelo teorema da convergéncia dominade de Lebesgue, segue

lim [ 1fn(e) = f@)Pde = [ lim |fn(e) = flz)Pde=0. ®

T =} 7 M=+CO

25 A fungio maximal foi introduzida, na reta real, por Hardy e Littlewood em 1930. A extens@o para varias varidveis
devem-se a N.Wiener em 1939, J Marcinkiewicz e A.Zygmund em 1939, conforme Stein-Wainger [1]. Em Bennett-
Sharpley [2] é salientada a importéncia da fun¢fio maximal em Andlise Harménica ¢ aplicagdo em outras areas como
probabilidade e teoria ergédica; sugerimos também Sadosky [1]. Outros tipos de funges maximais podem ser vistos,
por exemplo, em Hudson [1], Stein-Wainger [1], Steins [1,2,6], Bagby [1] e Okikiolu {1]. Um comentério sobre a vida
e a obra de John Edensor Littlewood pode ser encontrado em Batemann-Diamond [1].

26A Proposi¢io 1.22, baseada em Sadosky {1] e Cotlar-Cignoli (1], merece dois comentérios. Primeiro, para uma
seqiiéncia de funcdes simples vale o resultado da Proposigio 1.22 sem a necessidade da existéncia da funcdo maximal
M ; conforme Okikiolu [1]. Segundo, a Proposi¢ao 1.22 generalizado para uma seqiiéncia de operadores lineares em
relagio a uma familia de indices continuos pode ser visto em Guzman [5] e também em Sadosky [1]. E o método das
fun¢des mazimais; e estd relacionado com a teoria de convergéncia de operadores.
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Para uma funcio f localmente integravel em R definimos:
i) a funcdo mazimal esférica centrade

1
M o s
)= 2 150, o

onde S(z,r) é qualquer esfera centrada em z de raio r > 0;
i1) a fungdo mazimal cibica centrada

Maf(z) = sup 5l

>0 [Q(z, 1) Ja@n)
onde Q(z,r) € qualquer cubo nfo degenerado centrado em z com lados de comprimento r e paralelos
aos eixos cartesianos.
i11) a fungdo mazimal de Hardy-Littlewood

Mf(@) = swp o [ 1f (1:32)

Rr0Q3x
onde o supremo é tomado sobre todos os cubos (de R™) ndo degenerados contendo z com lados
paralelos aos eixos cartesianos.

Na verdade, considerando a medida de Lebesgue, verificaremos que as fungbes maximais M f,
M, f e M f sio equivalentes entre si.

Compararemos os volumes de S(z,r) e Q(z,2r) antes de verificar a equivaléncia entre M;f e
M.f .

Sejam S(z,r) a esfera em R", de raio r > 0 e centro em z; g(z,7o) o cubo de lado o (a
ser determinado) e diagonal de comprimento 2r inscrito em S(z,r); Q(z,2r) o cubo com Jado de
comprimento 2r circunscrito em S(z,7).

Em Stein-Weiss [1] afirma-se que se os cubos ¢(z,79) e Q(z,2r) possuem os lados paralelos aos
eixos cartesianos, entdo existem constantes A, e a, dependendo somente da dimensio n tais que

Q(z,2r)| = AulS(z,7)| e |S(z,r)| = anlg(z, 7o)

Vamos obter explicitamente as constantes A, e a,. E suficiente obter os volumes |Q(z,2r)|,
lg(z 7o) € 1Sz, 7).

O cubo Q(z,2r) de lado 2r tem volume |Q(z, 2r)| = 2"r"

O cubo ¢(z,7) de lado 7o tem diagonal 2r. Calcularemos 7o em termos de r. Suponhamos que
o cubo g(z,7o) tenha um vértice na origem (0,0,---,0). Neste caso uma diagonal de g(z, 7o) une a
origem ao vértice (rg,7rg, - ,To). Assim,

(27')2 = {diam q(x,ro)}2 = rg + 'rg‘; ook ri=nrd.

Logo, o volume de q(:r:, o) é |q(z,mo)| = 7§ = 2%r™ [/n™.
Seja I' a funcdo gama®” . Para n > 1 o volume da esfera unitaria® {1, em R™ é dado por

Q] = #2/T(1 +n/2) .

Portanto, |S(z,r)| = {Q,|r".

27TA fungio gama foi introduzida por L.Euler em 1729, mas publicada em 1755, e uma caracterizagdo pode ser vista
em Laugwitz-Rodewald {1].

2BA dedugdo cldssica para o volume da esfera unitdria pode ser encontrada em Sadosky [1], Cotlar-Cignoli [1] ou
Okikiolu [1]. Para uma prova alternativa indicamos Huber [1].
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Concluindo,

Q@) _ > _IS@nl _ Y
A= 5@ el (1:33)

Pela equivaléncia entre esferas centradas e cubos centrados obtida em ( 1.33 ) segue a equ1valenc1a
entre as funcdes maximais M, f e Maf. Se uma fungdo maximal € finita entdo a outra também é.
Mostraremos agora que M f é equivalente a M f .
De fato, por definigéo,
Maf(z) < MF(z). (1.3

Por outro lado, fixemos um cubo qualquer @ contendo z € R™.
Portanto, Q := Q(zg,r) onde zg é o centro do cubo ¢ e r = QM.
Assim, Q(zg,7) C Q(z,3r) e |Q(z,3r)| = 3"r™ = 3"|Q)| implicam

Q37 1 .
B 1= 0T 0 ey 1 < 37251 (1.35)

Em ( 1.35 ), tomando o supremo sobre todos os cubos contendo z segue
Mi@) < 5Maf(c). (1.36)

A equivaléncia entre Mf e M, f resultade ( 1.34 ) e ( 1.36 ) .

Poder-se-ia, pensar que a condigio do supremo em M f(z) atuar sobre cubos contendo z seja
restritiva. No final deste capitulo apresentaremos um operador maximal onde o supremo sera tomado
sobre cubos, independentes de serem ou nao centrados.

Para toda fungio f € LL.(R"), Mf é também fungio mensurdvel. De fato, para cada r > 0
e cada cubo Q contendo z, a integral f; | f | é continua {como fungdo de z); donde, o supremo
(como fungio de z) tomado sobre @3z de IQI Jo |f] é semicontinua. Mas fungSes semicontinuas sao
mensuraveis. Logo, M f(z) é mensurdvel.

Outra maneira de ver a mensurabilidade de M f(z) é observando que {z € R* : M f(z) > A} é
um conjunto aberto para cada A > 0.

Mesmo argumento funciona para mostrar que M f e M, f sdo fungbes mensurdveis.

Apresentamos algums conceitos sobre operadores.

Seja ¢ um escalar real fixo definido em um dominio O C R™. Dizemos que o operador 1" é sublinear
se T(f + g) e T(cf) estdo bem definidas sempre que T'f e Tg estejam definidas e satisfazem:

i) |T(f+g)(z)l < |Tf(z)] + [Tg(z)| quase sempre;

i) (T(ef)(x)l=|c]|Tf(z)] quase sempre .

Um operador T é tipo (p,q) onde 1 < p,q < 00, se leva LP(O;) limitadamente sobre L¥(Os), isto
é, se existe uma constante ¢ dependendo de p e ¢ mas independente de f tal que

”Tf||Lq(02) < C”f“m(o,) para toda fungdo f € LP(Oy).

Um operador T é do tipo fraco-(p,q) se leva L*(O;) limitadamente sobre LI(0;)-fraco, isto é, se
existe uma constante ¢ independente de f tal que

{y € O2: [(TFYw)| > A} < ( ”f”I;(on)
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para toda fungdo f € LP(0;) etodo A >0;0onde l <p<ocel < g<oo. Notemos que g ¢ finito.
No caso ¢ = oo temos: tipo fraco-(p,00) é definido como sendo igual a tipo (p, oo}, onde 1 < p < co.
Tipo (p,q) implica tipo fraco-(p,q) -
De fato, sejam f € LP(O1) e T tipo (p,g). Para facilitar, denotaremos o conjunto {y € Oy :
(Tf)()] > A} por B. Entio,

E| = foz xedy < /02 (J._(ZJ;)_(@ley < —;;HTflliq(on < (“EHf”Lp(ol))q'

Isto é o suficiente para prosseguirmos.
Naturalmente, o operador mazimal de Hardy-Littlewood sera

M:felIl (R)— MfeM(R

onde M(R") denota o espaco de todas as fungdes mensuréveis definidas em £”.
De maneira analoga, definem-se os operadores M; e M, .

M é um operador sublinear, isto é, satisfaz M(f + g) < Mf + Mg e M(cf) = |c|M f para toda
fegem L. (R") e constante escalar ¢.*®

Podemos restringir M;, M, e M para subespagos de L},.(R"); por exemplo L?(R*) onde 1 < p <
oo

Veremos a finitude de M f exceto em conjunto de medida nula. Este fato é uma conseqiiéncia do

Teorema 1.23 . Seja f € L'(R").
i) (Mf)(X) < L Sfli:mny para todo A >0
it) (M) (s) S L[ fllzrrmy para todo s> 0.
Demonstragao .*® Bennett-Sharpley [2] . B

Vejamos a finitude quase sempre de M f para f € L'(R").*" Utilizaremos a sugestdo de Stein-
Weiss [2].

Para A > 0, definimos o conjunto Exr(A) := {z € R*: M f(z) > A}.

Se M f fosse infinito em um conjunto A de medida positiva |A| > 0 terfamos A C Enmf(}) para
todo A > 0. Entdo (Mf).(}) > |A| > 0 para todo A > 0. Isto contradiz com (M f).(}) tender a
zero quando A cresce indefinidamente; conforme item ¢} do Teorema 1.23. Conclui-se que M f(z)
é finita em quase todo ponto quando f € L'(R").

Por { 1.32 ), para toda fungio f € L(R") vale

| M f(2)] < || fllze(amy < oo (1.37)

O préximo resultado é verificar que M f também serd finito quase sempre para f € L?(R") além
dep=lep=o0o.

Proposicido 1.24 . MFf ¢ finito quase sempre para f em [P(R*) el <p< 0.

Demonstracao. Os casos p = 1 e co foram mostrados nos paragrafos anteriores.

2%Uma propriedade do operador M é majorar certos operadores importantes na Teoria de Aproximagdo e Analise
Harménica; conforme Kahane [1]. Por exemplo, o operador integral de Poisson segundo Sadosky [1] e Stein-Weiss [1].

30Em Kahane [1] encontra-se outra demonstragao deste Teorema utilizando cubos triddicos e baseado numa prova
De La Vallé Poussin.

31Uma prova alternativa deste fato pode ser encontrado em Sadosky [1].
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Dada uma funcio f em LP(R?) com 1 < p < oo definimos duas outras fungdes

[ f@) se If(2)] < {0 s |f(@)l
hlz) = {o s e )= {f(x) s (@)

Logo, |fi(z)| < 1 e |f*(z)] < |f(z)|” para todo x € R".
Podemos escrever f = fy + f! com fi € L®(R*) e f* € L}'(R*).
A subaditividade do operador M produz

Mf(z) = M(fy + /))(z) < MA(z) + Mf ().

Sejam A, A; e Al os conjuntos dos pontos onde f, f e f!, respectivamente, sdo infinitos. Pelos
casos p = 1 e p = oo tem-se |A;| = |A'| = 0. Portanto, A = A; A" e |A| < [A1]+[A'] = 0. Assim,
M f é finito quase sempre. &

O principal resultado deste capitulo é o

Teorema 1.25 . ( Teorema Maximal de Hardy e Littlewood )* Fizado 1 < p < o0, seja f
um elemento de LP(R*). Entdo, M f também serd um elemento de LP(R™) e eviste uma constante
¢ dependendo unicamente de p e da dimensdo n tal que

| M fllze(rmy < cll fllLerr) -
No caso1<p< o0, c:=2"""(E) esep=oc, c:=1.
np\ 1
A versdo do Teorema 1.25 para M; f fornece ¢ := 2 (f‘;‘%) e sel<p<ooec:=lsep=cx,

conforme Stein [2] ou ¢ := 2 (%) Y el < p < oo ec:=1sep= oo, conforme Stein-Weiss [1].
Sugerimos também Guzmadn {1].

Stein [4] explica que a razdo dessas constantes depender da dimenséo n provém do fato de utilizar
resultados tipo cobertura de Vitali e ele observa que essas constantes (como fungdo de n) aumentam
quando n — oo. Comentaremos, no préximo paragrafo, sobre a existéncia de uma constante c
para o Teorema 1.25 (onde ¢ independe de n mas depende de p). Sugerimos também Stein [5] e
Stein-Strémberg [1].

A versio do Teorema 1.25 para a funcdo mazimal esférica centrada na origem

Msf(z) == = SUP T 3T |f(z — y)ldy

IS(O r)| /s
apresenta uma constante que pode depender unicamente do pardmetro p, isto é, sem depender da
dimensio n . Este fato estd provado de trés diferentes maneiras em Stein (4], Stein-Stromberg (1] e
Stein [4] . Resultados andlogos para outros operadores é discutido em Stein [6].

Apresentaremos no final desta subse¢do uma prova alternativa do Teorema 1.25.

O caso p = oo do Teorema 1.25 segue de ( 1.37 ); a constante vale ¢:=1.

Melhoraremos a estimativa do Teorema 1.23 . Fixemos um nimero real A > 0 e f em L, (R").

Definimos a parti¢io de f em relagio a A por f(z) = fijz(z) + f2/*(z), onde

0 self(e)> A2 s _ [ F(@) self(@)] > M2
Fral) ‘“{f(:c) e f@l <y ¢ ("")"{0 e o 2 \/3.

32Fste teorema foi originalmente provado por G. H. Hardy e J. E. Littlewood em 1930 e sua generalizagic para
espacos vetoriais deve-se a C. Fefferman e E. M. Stein em 1963 ; conforme Francia [1] . Francia [1] apresenta outros
resultados sobre operadores maximais em espagos vetoriais. Phillips (1] fornece referéncias para aplicagdes deste
teorera. Sugerimos também Guzman [2].
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A sublinearidade de M produz M f(z) < M fi(z) + M (z).
Donde, pela Proposicao 1.10, (M f)u(}) < (M faj2)a(N/2) + (M FM?).(X/2).
Mas (M fy/2)«(A/2) = 0. Portanto, pela Proposigao 1.23,

314-2n

2 9 4" 2 _ = ‘
(M) P00 < 35 [P === [, (138)

onde |f] > A/2 significa o conjunto dos z de R™ tal que |f(z)| > A/2.

Em ( 1.38 ) obtivemos uma cota superior para (M -

Existe uma cota inferior para (M f).. E o seguinte resultado devido a E. M. Stein em 1969 e C.
Herz em 1968 ; conforme Guzmaén [1].

Teorema 1.26 . Para cada f € L*(R"™) e cada A > 0 vale

Co 21+2n

W PR, j|f|>A/2|f|

onde a constante cq depende exclusivamente da dimensdo n .

Demonstracio . A prova da primeira desigualdade encontra-se em Guzman [1]. A segunda de-
sigualdade é { 1.38 ). B

O Teorema 1.25 diz que M é operador tipo (p,p) para 1 <p < cc.®
O Teorema 1.23 diz que M é operador tipo fraco (1,1)** e possui a seguinte aplicagdo

Teorema 1.27 . Seja f € L}, .(R*). Para quase todo x em R" vale

3y g1y @) - F@ldy =0,

Os pontos z € B* satisfazendo o Teorema 1.27 formam o conjunto de Lebesgue.

Demonstracio de Teorema 1.27 . Bennett-Sharpley [2] . &

Conseqlientemente, para f € L} .(R"), valem os dois itens abaixo:
i) Aplicando o Teorema 1.27 na desigualdade

)= 157 [ S| < i [ 1) = Fol

35

segue o Teorema 1.21 de diferenciagdo de Lebesgue.
i2) Para todo cubo () contendo z ocorre

]T%T / f(y)dy‘ < 5 [ 1Fwldy < M5(a).

330 operador M nao é tipo (1, 1) O exemplo classico na reta real € a fungdo caracteristica no intervalo unitdrio
[0,1], f = x[o,1] pois M f(z) > .,z sex > le floo |f| = co. Existem outros operadores que nio sdo tipo (1,1);
exemplos desses operadores podem ser vistos em Hudson [1] e exemplos algumas integrais singulares em Sadosky (1] -

340 teorema de Lebesgue pode ser provado utilizando o fato de My ser tipo fraco (1,1); conforme Guzman [1]. Em
1961 , Stein obteve a reciproca: o Teorema de Lebesgue implica que My & tipo fraco (1,1); conforme Stein-Wainger [1].

35Por esse motivo, alguns autores, por exemplo Bennett-Sharpley [2], considera o Teorema 1.27 como sendo o
teorema de diferenciagdo de Lebesgue.
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Fazendo Q tender a z na desigualdade acima ¢ pelo Teorema 1.21, segue
|f(z)] € Mf(z) para quase todo x em R*. (1.39)
Para 1 < p < oo tem-se f € LP(R™) C Li,.(R"*). Este fato ¢ ( 1.39 ) implicam
11l oany < 1M fllzeam) -

Esta é a desigualdade reversa do Teorema 1.25 para 1 <p < oo.

Para a demonstracio do Teorema 1.25 necessitaremos de dois resultados e algumas definigdes.

Cubos diddicos sio construidos da seguinte forma: considere todos os pontos de B* com coorde-
nadas inteiras; esses pontos definem um conjunto enumerdvel de cubos com Jados unitarios, denotado
por M. Dividimos os lados dos cubos de My por dois; esse novo conjunto enumerdvel de cubos de
lado 27! ¢ denotado por M; :=27*M;. Continuando as subdivisbes sempre pela metade da anterior
obtemos o conjunto My, := 27 M. Assim, My = 2% My para todo k € N. A extensdo dbvia é
M, = 2% M, onde k percorre Z. Os cubos di4ddicos é a colecio {Mj, : k€ Z}.

Entende-se por cubos disjuntos aqueles com interiores disjuntos.

A propriedade interessante dos cubos diddicos é que dois cubos diddicos, ou possuem interiores
disjuntos, ou um contém o outro. |

Lema 1.28 . ( Lema de tipo Vitali para cubos diddicos ) Seja E um subconjunto de R™ com
medida finita. Entdo existe uma segiéncia de cubos diddicos {Q; : j € N} cobrindo E com interiores
disjuntos dots a dois, satisfazendo '

. o0
i) Qi) E°#0 para todo j € N; e i) |E|<>1Q; L 27El.
=1
Demonstragdo. Bennett-Sharpley [1] ou [2]. B
O préximo resultado é mostrar a equivaléncia entre (M f)* e f.
Simultaneamente como uma aplicacio do Lema 1.28 tem-se uma decomposi¢do de uma fungdo

f e L. (R") de modo que f =g+ honde g€ L*'(R") e h € L*(R").
De fato, seja (M f)*(s) < oo para algum s > 0. Definimos o conjunto

Es=E:={ze R : Mf(z) > (Mf)*(s)}.

O conjunto F é aberto e pela Proposigao 1.13 temos |E] < s. Estas sdo as condigdes do Lema
1.28 . Portanto, existe uma familia de cubos diddicos {Q; : € N} tais que

ECJQs, Qi(VE°#0 paracadaj, [E|<) [Qi<2°E|.
i 7 i

Escrevemos f como soma das fungbes g := > fxq, €
3

h’::f_gmf—ZfXQj =f‘“fX(UJ.QJ-) = fxr onde [ := (Uij)c-

Estimaremos as normas de g e h em L'(R"*) e h € L*°(R"), respectivamente.
Como @Q; N E° # 0 para cada j; tomemos um elemento dessa interse¢io ndo vazia; digamos, Zo; .
Portanto, zo; € £ ¢ ( 1.32 ) implicam

lQLJL'{g |l < Mf(zo;) S (Mf)(s).
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Logo,
ol < 3 fo, 1< QLA 151 S ZIBIMAY (6) 2 (8) <o (140

Para quase todo z € F C E°, por ( 1.40 ), tem-se
|h(z)| £ Mh(z) = M(fxr)(z) < (Mf)(s)-
Se z € F entdo h(z) = 0 por defini¢do de k. Donde,
Bl eo(rmy < (MF)"(s) < 00 (1.41)

Assim, g € L*(R") e h € L>(R").
Pela subaditividade do operador ** : f ~ f** dado em ( 1.26 ), Proposi¢do 1.16 item 7ii),
Proposicao 1.17 item 7), ( 1.40 ) e ( 1.41 ) seguem

£7(5) S 47(6) +A(6) < gl + Illomee) € (2° + M) < o0 (1.42)

Por outro lado, seja f**(s) < co para algum s > 0.
A Proposigao 1.17 item ) implica f*(s) < oo.
Definimos o conjunto

E,:=E:={z € R":|f(z)] > f*(s)}

Novamente temos || < s, pela Proposicio 1.13.
Afirmamos a validade da decomposigédo f = g + h para

{ 3(z) := [ sinal de f(z)].max {|f(z)| — f~(s).0}
k() := [ sinal de f(z)]. min{[f(z)|, F*(s)}-

onde
1 se f(z)>0
sinal de f(z) = { 0 se flz)=0
-1  se f(z) <0
De fato, primeiramente seja sinal de f(z) = 1. Se §(z) = f(z) — f*(s) > 0 entdo h(z) = f=(s).
Se §(z) = 0 entdo h(z) = f(z). O caso sinal de f(z) = —1 é tratado andlogamente observando que

—|f(z)| = —[ sinal de f(z)].f(z) = f(z).

Estimaremos as normas de § ¢ f em L'(R") e L'(R"), respectivamente.

Se z ¢ FE entao §(z) vale zero. Logo, pela segunda caracterizagio de f** dada em ( 1.25 ),
seguem

§lsmn = [, 131+ [ 1l = [Uf1= £ = [1f1- 1Bl ()

= 1Bl|o3 111 ()]sS{fé-le1f|~f*<s) <

Alternativamente, podemos escrever

(1.43)
s[f(s) = f(s)] < o0

pal=mindl i@l 63 ={ 1 % TSE
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Logo, para todo = € R™ tem-se |h(z)| < f*(s). Donde,
HBHLW(RH) < f*(S) < 0. (144)

Portanto, § € L'(R®) e h € L®(R").

Pela propriedade de sublinearidade do operador M temos M f = M(§ + R) < Mg+ M k.

Decorrem da Proposicao 1.15, Teorema 1.23, Proposigdo 1.17 itens %) e 7¢) , Proposigao
1.16 item 7), Teorema 1.25 com p = oo, ( 1.43 ), ( 1.44 ) o seguinte:

M1y < (9 (3) + 1) (3) < Tl + 1MRlzmger

i

< “g”Ll(Rn) + Hh”Lco(Rn) < I (5) — ()] + F(s) (1.45)

/‘)
— 21+2nf**(3) — (21+2n - l)f*(s) S 21+2nfmu(s) .

( 1.25 ) diz que f** é uma fungio maximal. Que relagdo tém as fungdes maximais Mf e f 7
A resposta é que elas sdo equivalentes, conforme o

Teorema 1.29 . ( Hardy-Littlewood-1930 e Herz-1968 ) Seja f € uma fungdo localmente
integrdvel em R" . Para todo s > 0 vale

S (F)(6)  F7() < (20 + MY ().

Demonstracio. Se f**(s) ou (M f)*(s) for infinito ndo hd nada para demonstrar. Caso contrario,
o teorema segue por ( 1.42 ) e ( 1.45 ). Esta prova foi baseada em Bennett-Sharpley [1] e [2]. As
decomposi¢des de R™ utilizando os conjuntos E; e E, é devido a A. P. Calderén [2]. W

Interessa-nos do Teorema 1.29 a seguinte desigualdade
1 ft
(Mfy () S 24 () =245 [ (ede (1.46)

para a

Demonstragio do Teorema 1.25 . (Bennett-Sharpley {1)) Pelo Teorema 1.14, ( 1.46 ) e a
desigualdade tipo Hardy ( Teorema 1.3 item i) com r = 0), seguem

ISl = ([ w(Mf)*(t)pdty/p soe([T(2 [ f“(s)ds)pdt)l/p

n P o2 * Mo ‘ 1
< 942 (m) ( fo f (t)f’dt) =242 (;{T) 171l o) -

O caso p = oo segue de ( 1.37 ). H

1.6.3 Aplicacao
1.6.3.1 Espago de Zygmund e Operador Maximal

A generalizacdo do operador maximal de Hardy-Littlewood segue por dois modos.
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Uma maneira é estudar diversos conjuntos onde o supremo em ( 1.32 ) possam ser tomados.
Estes problemas foram abordados por E. M. Stein em 1976, E. M. Stein e S. Wainger em 1978, J.
Q.Stromberg em 1977, R. Feflerman e A. Cordoba em 1977 e A. Nagel, E. M. Stein e 5. Wainger em
1977 ; conforme Stein [4]. ‘

Aproveitando o conceito de bases de diferenciagio, Guzman [1] define operadores maximais as-
soclados a tais bases. Argumentos baseados em propriedades do tipo cobertura de Besicovitch sdo
também utilizados. Esses novos operadores conduzem a dois resultados. O primeiro é a introdugéo,
em 1956, do método da rotagio. O segundo é a caracterizagio, em 1971, por Guzmén e Welland,
dos espagos de Zygmund no

Teorema 1.30 . Sejam f € L}(B*) e M o operador maximal Hardy-Littlewood.
Sdo equivalentes: 1) vt Mf <o e i) f€L(l+logtL)
| >1
onde M f > 1 significa o conjunto dos z € R* tal que M f(z) > 1.

Demonstragio . (Guzman [1]) A primeira igualdade em ( 1.47 ) abaixo, segue do Teorema 1.11
com p = 1. Para facilitar a notagio, seja A := {z € R* : M f(z) > 1}.

[ Mf= j°° Hz € A: Mf(z) > A} d) = f"’ {z € B : Mf(z) > A}|dX. (1.47)
A 0 1
A segunda igualdade em ( 1.47 ) é devido a

{zeR*: Mf(z) >} VA={zx € R*: Mf(z) > A} parai>1.

Se vale 1), continuaremos a estimar ( 1.47 ) utilizando a primeira desigualdade do Teorema
1.26 com constante ¢p € o fato de que {M f > A} 2 {|f| > A} pois M f > |f| quase sempre, para

obter o 1 o 1
o > (1.47)2(,-0]1 5 1f|dxd)\2c0j£ 3 fy, 12 82

Mf>A FI=X

11
= 4'30J/m>1|f|/1 XdAdm:come |f|10g|fld$=CO/Rn‘f110g+|f|d$.
Logo, :
jl;.,,, |F1(1 +log™ | f)dz = || fllr(rm) -I—/Rn | fllog* |f]dz < oo
e vale 11) .

Para a outra implicagio, seja iz) valido. Estimaremos ( 1.47 ) utilizando a segunda desigualdade
do Teorema 1.26.

% ] 211 1
1.47 < 21+2n] o drdi = 21+2nf f Zd\
( ) - 1 A [F1=X/2 |f| v 2|f|>1 |f| 1 A drdz

— 21+2n 2 221+2n . +2
Jy oo 1082151 [ Wfllog* 21| do

= 2420 log || i (amy + 21427 fR |fllog* [fldz < oo

Isto prova ¢). H
O segundo modo de generalizar o operador maximal de Hardy-Littlewood é substituir a fungio

|f] do integrando em (1.32) mantendo fixado o conjunto onde o supremo é tomado. KEsse é o
procedimento seguido no préxime capitulo.
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Capitulo 2

Teoria Maximal em L} (Q)

Neste capftulo apresentaremos as fungdes maximais f} e ff;; estas serdo as generalizacgbes da fungao
maximal de Hardy-Littlewood (apresentada no capitulo anterior) através de projegdes do espago de
fungdes localmente integraveis no espaco de polindmios de grau < k; onde f € L1,.(£2), @ é um cubo
de R*outodo ", k€ Nea > 0.

No resultado principal deste capitulo, f! e f2 medem regularidades locais e definem os espagos
de Banach CZ(Q) e C5(Q), respectivamente, para 1 < p < oc.

Vale a inclusdo CZ() € CF(Q) e a igualdade C(Q) = C7(Q) ocorrera quando « for néo inteiro.

As funcbes f% e f° sio casos particulares de outra fungdo maximal f;, onde j € V.

Mostraremos a equivaléncia entre f! e f; quando O = R" e 7 > [o].

Para « inteiro, f2 e f; ndo sio equivalentes, quando = R* e 7 > (o).

Obteremos resultados tipo diferenciacdo de Lebesgue quando €2 é um cubo.

Este capitulo e os seguintes apresentam resultados de DeVore-Sharpley [1].

Iniciamos com algumas propriedades de projegdes.

2.1 Projecoes
Dado um cubo qualquer @ de R*, a finalidade desta secio é definir o operador projecio Py : L'(@) —

Py atuando em L'(Q) com valores no espago de polindmios de grau < k (denotada por P.) e obter
a seguinte

Proposigio 2.1 . Sejam @ um cubo de B* ¢ f € LY{Q). Entdo:
i) existe uma constante ¢, dependendo somente do grau k e da dimensdo n, tal que

1
|Paflize@ < e [ 1
9= el e
i) se w € um polindmio de grav < k entde a constanie ¢ do item anterior satisfaz

|f(:c)~qu(:c)|5(1+c)/q|f—~7r} parg todo x € @ .
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A proposicio acima serd demonstrada durante o decorrer de alguns resultados formalizados nesta
secao. O objetivo do desenvolvimento abaixo é obter justamente a constante ¢ (dependendo somente
de k e n) da Proposigao 2.1.

Seja Qo := [0,1]* o cubo unitario de R™. O produto interno em L'(Qo) é definido por

(f:9)as = j;o f(z)g(z)dz para todo f,g € L'(Qo)- (2.1)

Uma base para o espago P é dada por mondmios multi-indexados {z”, |v| < k} . Esta base, pelo
processo de ortogonalizacio de Gram-Schmidt®® em relacio ao produto interno definido por ( 2.1 ),
resulta noutra base ortonormal®”

{qb,,(x) = Y cyuz? onde|v|<k,z€Qoec,, € R} . (2.2)
i<k
Para f € L}(Qo), definimos o operador projecdo de grau k de f € L*(Qo) em Py dado por
(Pk)Qof = PQof = Z (fa ¢U)QQ¢V - (23)
|w| <k
Para um cubo qualquer Q := [a,a + []* em R* de lado ! := |Q|/™ onde a é um vértice de Q,

consideramos a mudanga de coordenadas @(z) 1= Lx_;_al deQem Qoep(z) :=Ilz+ade Qoem Q.
Assim, para todo f,g € L'(Qo),

1
(F.9):=(Fop™ 909, = [ for™ gop(a)do= 5 [ fle)o(e)dw.  (24)

Afirmamos que {®, := ¢, 0 ¢, |v| £ k} é uma base ortonormal em P .
De fato, por ( 2.4 ) e ( 2.1 ), para todo |v| L ke lu| £k, segue

(0.,8.)0 = (8.00.6.09)0 =155 [ & 00(e) 6,0 ola)ie

= [ $.(2) 4ula)ds = (60, 8u)a

Donde segue a afirmagao.

Estimaremos uma cota superior, dependendo somente da dimensio n e do grau k, para |®,|
utilizando a desigualdade [z — a| < didmetro do cubo @ = n*/?|Q}/™ para todo z € Q.

Sejaz € Q. Em ( 2.2 ) aplicamos ¢ utilizada em { 2.4 ) para reescrever

8,(c) =4, 00(@) = 3 e (FT7) - (2.5

|k

Por ( 2.5 ) e para todo z € @,

< n*/2e, (2.6)

D)<Y feal |

|ui<k

36Este processo é descrito, por exemplo, em Kolmogorov-Fomin [1] e Wheeden-Zygmund [1]; outra maneira pode
ser visto em Pursell-Trimble [1].
37 As fungdes ¢.(z), dadas por { 2.2 )}, sdo os polinémios de Legendre, conforme Kolmogorov-Fomin [1].
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com [v| < k;onde ¢, := 3 |c,,| depende de kv e Qo, pois ¢,,, so coeficientes de mondmios em
|ee| <k
Qo . Por sua vez, o cubo (¢ depende da dimensao =.
Fazendo ¢ := Ilnizénf ¢, (a constante & depende de k e Qq) , a relagdo ( 2.6 ) fica
<k

|®,(z)| < »*/?¢ paratodo [v| < ketodoz € Q. (2.7)
De ( 2.7 ) segue
18, (2)]|z(0) < n*/2& para todo v < k. (2.8}

Apresentamos a seguir a generalizacio de ( 2.3 ). Para f € L'(Q), definimos o operador projecdo
de grau k de L}Y(Q) em Py por

(Poof = Pof =3 (f,®.)e®. . (2.9)

i<k

Em particular, quando k¥ = 0 em ( 2.9 ), denotamos

1
fo .=qu——@~|/(9£

Seguem de ( 2.9 ), para as fungdes f e g de L(Q) e o polindémio 7 € Py,

Po(f + g)=Fof+Ppg e PFPor=m. (2.10)

Neste caso, basta escrever m = Z b,®, e aplicar { 2.9 ).
||<k
Seja z¢ em ponto qualquer de €.
Reescreveremos ( 2.5 ). Para cada v fixo com [v| < k,

P2 =doop(a) = D (ﬁ{i‘.)“ =2 G (x—%“;xo _a)ﬂ

|ul<k i<k
To—a\* "z — xo\”
- S| () (=7 (]
ful<k i<k 7
(2.11)
o To— a\*""| fz — zg\"
- [z e () (257 (5)
Inl<k Llul<k 7
- n
- T (7
Ini<k
onde - \
dyy = .y, (“) (% _ a) e (u) SR 2.12
! h%k “\s ! n/ " (g =)y} (212)
com d,,, dependendo de k,v,n,zo,a,! e da dimenséo n e pl := st - - -yl
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A substituigio de ( 2.11 ) em ( 2.9 ) acarreta

Pof(s) = XXﬂam[zja{xl )] 2 T dulfs 8o (5

[vl<k [n]<k |v|<k 7|2k
= du,n f:@v f qu)) T~ Zo\”
h%k %k ( )Q< ) MZQ( %k . ( I ) (2.13)
— Xo
- [:lék(f, ( )
onde
=3 dy®, (2.14)
lvI<k

¢ h, depende de k,v,1, 2o, a,! ¢ da dimens&o n.
Estimaremos ||hy||Le(0) € || Pofllze=(o) para f em LYQ).
{2.8),(2.12) e ( 2.14 ) implicam, para cada |n| < %k

h < S |yl < 0 fo -
[Ballzee@) S nFPED |dug| <0230 30 Icu,ui
iv|Sk [v|<k |u|<k
(2.15)
Z |CV”| ( )n!‘““"’
] <k

Fazendo dy = 3 D eyl ( ) n#=/2 (3 constante d,, dependendo de n,k,en ) e d := maxd,
|V[<k |ul<k Inl<k

(a constante d dependendo de n e k ) em ( 2.15 ) segue
”h’TJHL“’(Q) ‘S nkﬂJE (216)

para todo |n7| < k e a constante n*/2dé dependendo somente de k ¢ da dimensdo n.
( 2.9 ), aplicando ( 2.7 ) duas vezes sucessivamente ¢ ( 2.4 ) fornecem

Fofl < &0 mzw,dqwﬂzédm

[v|<k lvi<k
(2.17)
_ 2okl
onde, usando ( 1.16 ), vale
c:=5n"21—2}“z n+‘7*13. (2.18)
|| <k §=0 (n —1)l5t
Segue de ( 2.17 ),
1
| Poflie(ey < C@j; | /] (2.19)

onde a constante ¢ dada por { 2.18 ) depende somente den e k.
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Demonstragdo da Proposigio 2.1 O item ) é ( 2.19 ). Mostraremos o item ). Seja z € Q.
O item 72) segue utilizando o item £) e-( 2.10 ) do seguinte modo:

|f(@)Po(z)] < IIf — Follz=@

< N =mlem@ + 1 Polf = T)llz=(e)

< (4o [l -7 =

A seguir o niimero natural % ser obtido a partir de um nimero real & 2 0.

2.2 Fungao Maximal em L}, (0)

Para um nimero real o > 0 definimos [o] o maior inteiro menor ou igual & a ¢ (&) o mator inteiro
estritamente menor que . Por convengio: (0) = 0. O ndmero [¢} é a parte inteira de a.

O espago L1, (Q) é constituido pelas fungdes f € L},.(Q) tal que |f| é integravel sobre qualquer
subconjunto compacto de (2.

Seja f € LL_(Q). Fixado « > 0 associaremos os operadores projecdes (Pa)of;(FPa)ef e
(P;)of . conforme k seja igual a [a],(c) ou j € N qualquer, respectivamente, em ( 2.9 ). Neste
caso, cada um dos trés operadores projegdes definirdo funcdes maximais. O objetivo desta se¢do
seré relacionar estas trés funcdes maximais entre si. Estamos interessados no caso onde j satisfaz
20> (a).

Dados um conjunto aberto {) de R™, uma fungdo f localmente integrdvel sobre { ¢ um ndmero
real o > 0, tomamos k := [a] ou (a) e definimos as fun¢bes mazimais

frale) = fi(a) = suw |Q orE -

1 (2.20)
b o(2) := fo(x) := sup —rx -
fa,ﬂ( ) fo:( ) P |Q|1+;"~/Q[f

005Q3z

onde Pg é o operador proje¢ao (Plg e P5 é o operador proje¢o (Pa))q € 0s supremos sdo tomados
sobre os cubos ¢} com z €C ¢f}.

Em algumas ocasides serd necessirio considerar {2 igual a um cubo fixo de B, digamos 2 = @.
Neste caso, o supremo em ( 2.20 ) serd tomado sobre subcubos Q satisfazendo z € Q C Q.

Seja ¢ uma constante real. Entfo ( 2.20 ) produzem as seguintes relagdes vilidas em {2:

20, fi=(=Fh, (f+ah <fi+dh e (ef)i=Iclfh
£20, fo=(=fh Froh <fit+g e (cf)y=ldf2-

Portanto, os operadores §: f > fleb: fr fz sao sublineares.

Naturalmente pode-se restringir os operadores § e b para subespacos de L},.(Q); por exemplo,
LP(Q) onde 1 < p < 0o (A inclusdo LP(Q) C L}, () para 1 < p < oo estd provada em Adams 1)
E o que faremos na subsegao 2.3 adiante.

Mostraremos a seguir que valem as relagoes

fi(2) = @) S (F-g)bla) e |file) = gal) < (f ~ 9le) (2.22)
para todo ponto z de © onde fi(z),gi(2), f2(x) e g’ (z) forem finitos.

(2.21)
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De fato, para o operador § , ( 2.22 ) é uma conseqﬁéncia de ( 2.21 ) pois
fie) = (f - g+ 9)h(z) £ (f — 9)i(2) + gi()
gh(@) = (f —9— Pi(2) S (f - 9)alz) + fal)-

Para o operador b segue de maneira analoga.
No préximo capitulo apresentaremos fun¢des maximais biparamétricas; uma generalizagdo baseada
no seguinte

Lema 2.2 . Seja o > 0. Eristem constantes 0 < ¢;,¢; < 1 dependendo da dimensdo n e do grau

k tais que, para todo z € £},

1) afi{z)< sup inf |Q|11+%-/Q|f-—7r]5fi(x) onde k= o]

Q5Qez "€k

2 b
1 < sup Inf ——u
) C2foz($) = SZDQ%.? rEP, lQ 1+...

LV =7l < fils) onde k=(a).

Demonstracao. Mostraremos 7). O item i) segue de modc andlogo.
A segunda desigualdade em 3) segue do fatc de Py f ser um elemento de Py .
Para demonstrar a primeira desigualdade em ) fixemos um polinémio 7 de F.
Integrando o item i) da Proposigdo 2.1, com constante ¢, sobre ( vem

/Qlf—qulS(1+cO)fQ|f~—ffl-

Dividindo esta desigualdade por |Q|'*% , tomando o infimo sobre 7 € Pi e a seguir tomando o
supremo sobre os cubos @ com z € @ C € concluimos a primeira desigualdade em ¢) onde a constante
c1 vale = —<le depende de k en. @

As fungoes maximais fi e f2 dependem do pardmetro . Relacionaremos f% e .
Para todo « inteiro tem-se (a) = [a — 1]; donde /% = fi_,

Para todo  n3o inteiro tem-se (o) = [a]; donde f, = fg

Vale o seguinte resultado geral

Corolario 2.3 . Sejam f € LIOC(Q) e a > 0. FEziste uma constantes ¢ > 1 dependendo da
dimensdo n e do grau k onde

fg(x) < cfz(x) para todo = € (2.

Demonstragao . De (o) < [a] para todo o > ( decorre P,y © Fq)- Portanto,

1
inf ——— [ |f~7|< inf = | |f -
~Eha) |Q|1+;:/Q|f < B |Q|1+ flf

Agora basta tomar o supremo sobre os cubos @ com z € @ C {2 e utilizando o0 Lema 2.2 seguem

aff(z) < sup inf f|f < sup inf ]EfH

Q5Q3z "€ |Q|1+ ﬂ:Qazﬂ"fEP(a) |Q]1+"

Donde obtemos o corolario com constante ¢ :=1/¢; > 1 dependendo den e k. BB
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No Coroldrio 2.3 nota-se que f2 é uma cota superior natural para f%. Portanto, muitas estima-
tivas obtidas para f° seguem imediatamente para f!. Por exemplo, se f2 € LP() entdo fi € LP()
para 1 < p < co. (Este é o argumento da demonstra.gao do Coroldrio 2.6 adiante.) Por outro lado,
apresentaremos, logo apés a demonstragdo da préxima proposicdo, um resultado que vale para fi
mas n3o vale para fi quando « ¢ inteiro.

Uma generalizacio das fungdes maximais definidas em ( 2.20 ) é feita da seguinte maneira:
considerando o operador projecio (P;)g dado em ( 2.9 ) com j € N, definimos a fungdo mazimal

fiaa(z) = fi(z) = sup ——z= f f Yo fl- (2.23)
J ( ) J( ) o905z |Q|1+ [ Q

Quando j for igual a [a] ou (a) tem-se f; igual f% ou f7, respectivamente. Se j > [¢] o préximo
resultado garante a equivaléncia entre f; e f! quando 2 = R™.

Proposicio 2.4 . Sejam j > [o], € Q e f € L}(Q) + L®(Q). Em relagdo as definigses dadas em
(2.23 ) e (2.20 ), existem constantes ¢, ,¢; € ¢3 > 0 dependendo somente de o, j e n tais que

i) afi(z) < fiz) < efi(z) quando Q= R®
i) e1fi(z) < fi(z) < e {fj(m) + /Q }f|} quando §} = Qo cubo unitdrio de R™.

Antes de demonstrar a proposi¢io acima comentaremos alguns fatos a ela relacionados. O item
i) da Proposicio 2.4 serd utilizado para obter o Teorema 4.8 (cuja demonstracdo é valida para
Q= R™). A versio do Teorema 4.8 para () = cubos de R" néo pode ser demonstrada utilizando o
itern #4) da Proposigio 2.4 pois o fator [, |f| atrapalha o argumentc empregado no caso {} = R"
(isto poderd ser notado na demonstragio do Teorema 4.8). Até 14 contentaremos com o fato da
validade do item 47) da Proposigdo 2.4 quando £ for um cubo qualquer de B*, conforme DeVore-
Sharpley [1]. Neste caso, a constante ¢z dependera de Q2.

Demonstracio da Proposigao 2.4. As primeiras desigualdades em i) e 1) valem independente-
mente de { ser B* ou o cubo unitdrio Qg e utiliza o Lema 2.2. De fato, para demonstrar a primeira
desigualdade em 1) fixemos um polindmio 7 de P[o,](c P;). Integrando o item ii) da Proposicao
2.1, com constante ¢, sobre ¢ vem

Lif=(Bafl < (e [ 1f =7l
Dividindo esta desigualdade por |Q|'*%, tomando o infimo sobre m € P, € a seguir tomando
o supremo sobre todos os cubos @ com z € @ C Q concluimos a primeira desigualdade em ¢) onde
a constante ¢; vale c-*-v—lce_ < 1 e depende de @, j e n pois ¢y depende destes parametros. A primeira
desigualdade em iz) é a mesma de ).

Verificaremos o item 4¢). Para isto, consideremos dois casos: 7 = [a] e 7 > [a]. Se j = [a]
entdo f; = f1. Portanto a segunda desigualde em 7) estd trivialmente satisfeita. No caso j > [a]
utilizaremos um processo iterativo.

A relacido de recorréncia estard baseada na decomposicio de f utilizando projegdes em F;. Ini-
ciaremos escolhendo m cubos Q =: Q1 C Q2+ C @m C Q onde lado de Q;41 = 2 lado de @;, ou
seja, |Qip1| = 2"|Q: para i =1,2,---,m

Por { 2.10 ) e denotando (P;)g, de grau j > [a] por Fp; podemos escrever

f(z) = f(e) = Po, f(z) + 3 Poulf(2) — Pou, f(z)) + Ponf(z) paratodoz€Q.  (2.24)
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Em geral, para ¢ = 1,2,---,m — 1 e utilizando { 2.13 ) com y; percorrendo &; e fixado qualquer
Zip € Q; segue

PQi(f_ PQle)(?ﬁ) = Z {|(§) ‘ 0 (f PQ=+1f) } (:TQ |1$/;0)

[v|<s

_. L - R ) N
= ik PQ‘**f)h*"’}(|Qillfn) i

[s| =7

(2.25)

onde p; s&o polindmios de grau |v| < 7 —1.
Similarmente, para o m-ésimo cubo vale

Ym — Lm0 g
Fonflom) = ,,}_J{Wmlf = Fornf) m}( Qi ) o (226)

Seja p = Zpilo polinémio de grau < j —1.

Sendo ¢ %1 Q; para todo i = 1,2,---,m, podemos restringir os pontos de y; e z;0 de @Q;
utilizados em { 2.25 ) e ( 2.26 ), ao cubo Q. (Denotaremos esses pontos simplesmente por y e o,
respectivamente.) Substituindo ( 2.25 ) e { 2.26 ) em ( 2.24 ), passando p para o outro Jado da
igualdade, integrando sobre Q e observando a limitagio uniforme de h;, em ( 2.16 ) com constante

co , seguem
1 Y-ZTo g
¢ fonane g E ik -l
Llr=d < [li-Paflte > > g7 e Pen ) | () |
(2.27)
= Zo
+ ¢o m} ( )‘@=J+H+UL
,,42_3{|Qm| on [
Estimaremos I, Il e Il].
Pela defini¢do ( 2.23 ),
I <1QIM= fi(=). (2.28)
Para to'do y ez € Q tem-se |y — zo] < /1]Q|Y™. Por construgio z € @Q; C Qi1 , |Qirr| = 2%|Q
e |Q:] = 26U Q| onde ¢ = 1,2,---,m. Destas consideracdes seguem o
. m—1 ar |Q‘
II < coni’? { f=PF .J}( )
22 2 Gl Jou ¥ = PoIf i) 19!
m—1
< conifl? (Z 1) 2% 3 |Qut | fi(2)20 Q]
|v|=3 i=1 (2.29)
1
< conil? (Z 1) gnt (Z gyier 2-—23) )[Q|14—"
v]=7 1
< cfi(@)|QItw
onde, usando { 1.16 ), a constante ¢ vale
r o0 7
i/2 n-i—'(
cond/2anti (n—l i ;(w a) (2.30)
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e independe de m . A convergéncia da série geométrica em ( 2.30 ) estd garantida pois a razao =z
é estritamente menor do que 1 para todo j > [a].
Similarmente ao que foi feito para obter ( 2.29 ) seguem

s a2 (g i (8)

Jv|=3

(2.31)
il Q]
< qnd? (lle o |f|) (EEJ 1) (IQm') Q] -
(2.28),(2.29 )e( 2.31 ) em ( 2.27 ) resulta
ifn
7 Jy 1f =l S (1 +95(e) + an?1Q 60" (lgl) (o) Lo e

Se ) = R™ fazendo m — oo em ( 2.32 ) segue —— IQ | — 0 ejQ |fl < |fllzimm) < o0. Assim,
( 2.32 ) fica, "
e [Nl <A+ 0f)
oprE ol A=l

onde a constante ¢ é dada por ( 2.30 ).

Lembrando que p é um polindmio de grau < j — 1 podemos utilizar o Lema 2.2 com constante
d;_; (onde d;_; depende de n e j —1). Assim, tomando, na desigualdade acima, o supremo sobre os
cubos @ com z € Q C Q, segue a relacao de recorréncia

dj—1fi-1(2) £ (1 + ) fi(z) -

Apés a (j — [o])-ésima iteragio da relagio acima resulta na desigualdade & direita em ¢}, pois
diaj-1 -+ - 1 o = diogr - djadifra S (14 )11 5

Quando © = Qg escolhemos m tal que Q.. C Qo cujo lado de Qo < 2 lado de @, ou seja,
Qo] < 2°|Qm|. Neste caso as estimativas, em ( 2.27 ), para I e I sdo idénticas ao caso & = R"; a
estimativa para /[ segue de modo alternativo, como veremos a seguir.

2 ﬂ,_l-g"'“ iln
ur s e Qo'ﬂ{z.(g IQoI) }'Q'

jrl=7

: iln )
< o2 (lz 1) ({Q =2/, 1) lor+ (239

vi=3

cﬂ')n+3(n+3”1)! |Q|1+% |f-|
(m = DT Qo1 % Yoo

Observamos que o cubo @ satisfaz Q C Q = Qo; logo |Q]| < |Qo| = 1. Este fato e ( 2.28 ),

ti
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(2.29 ) e ( 2.33 ) em ( 2.27 ) resultam

1 g n -+ ———-1)! Gt} /n 1
e [l el < 0+ afi@) + e -—-—m—((n_] o @ o o M
, o (P TI - 1 2.34
< (M +o)fi(z) + o2 * (n— 1)ij! !Q011+;’% Go |f] ( )

(1+afie)+e [ If

onde a constante ¢ é dada por ( 2.30 ) e ¢4 = 2" %}ﬁ%— .
Tomando, em ( 2.34 ), o supremo sobre os cubos @ com z € @ C {2, segue a relagao de

recorréncia

di-sfia(e) Smax {1+ [£i@) + [ 1£1] (2.35)

A aplicacio reiterada de ( 2.35 ) resulta na segunda desigualdade em %), pois

fale) s ZACEDA e oy [ ]

max {Sj - ) ca} {mx{(j; Dk [f(a) + Jo ]+ [, 1 '}

IA

IA

ma.x{(clllj:: c),cq} max{max {(;J:f'l C),C:;}, 1} [fj(m) + 21{20 |f|]

< max{(;j:C),o;} max{maX{(;jiC),c4}’1}2 {fj(:c) + /Qo [f]] )

Anélogamente estimam-se f;-3(z), fi—a(z), --- £ constante dependendo de 7 , ¢ e ¢4 multiplicado

por [f()+ [ Ifl] . m

A estimativa superior em 7) da Proposigio 2.4 nio vale para f°, no lugar de f!, quando o é
inteiro. De fato, quando j > (&) e a é inteiro, a razdo 5=y assume o valor 1 para j = a > (a) e 2
série geométrica em { 2.30 ) nio converge. '

2.3 Funcgoes Maximais Definindo Espagos Regulares

Seja 0 < ¢ < oo. O espago L},.(€2) é constituido pelas fungdes f € Li,.(Q) tal que |f|? é integravel
sobre qualquer subconjunto compacto de (2.
Pela desigualdade de Holder segue LP(Q) C LY () C LL,(Q) para 1 <p <o ®

loc
Assim, faz sentido falar em f! quando f é um elemento de L?(Q2).

Definimos os espagos requlares
{ Cp:=CxQ):={f e LPQ): fie ()}

C3 = C3(Q) = {f € L(Q) : £ € L(Q)}

(2.36)

38Estas inclusdes estdo abordadas em Villani [2], por exemplo.
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para @ > 0 e 1 € p < oo, com seminormas e normas, respectivamente,
fles =117 € |fles = I fallzaey (2.37)
Ifles = Iflr@ +1fles e [flleg = I fllzoy + [ Fleg (2.38)

O ntmero real a > 0 é chamado indice de regularidade.

O espaco C° onde 1 < p < oo serd definido na segao 4.5.

As des1gualdades triangulares das normas em C' e C7 provém da. subaditividade de § e b, respec-
tivamente. De fato, ( 2.21 ) implicam

{ N(F + Ohllze) S I+ Glizre < 1A llee) + |92 llz2 () 039
2.39

I(F + ) llzecey € 12+ Ghllze < IR lze@) + gk llze)

Donde, por { 2.37 ), ( 2.38 ), ( 2.39 ) e pela desigualdade triangular satisfeita pela norma
||-]|z7 (g2} » segue a afirmacao.

Antes de verificar que CJ e CJ sdo espagos de Banach apresentaremos o mecanismo principal de
sua demonstragao. Suponhamos

lim/|hmmh|p=0 se 1<p<oo
THr 00 Q

(2.40)
Jimn [~ bllimey =0 e p =00

Sem perda de generalidade, escolhemos um cubo @ de R* e fazemos ) := @; o objetivo serd
obter ( 2.43 ), adiante, que ndo dependerd da escolha de Q.

Necessitaremos da finitude do volume de @ . A desigualdade de Holder com expoentes conjugados
pep/(p—1); por convencdo 1/co := 0, produz

1 1/p .
L]hm~h|5[Q11'5([9|hm—h{P) se 1<p<oo

(2.41)
-/thm*h‘ 1@l hm —hllze@y ~ se p=o0
Por ( 2.40 ) e ( 2.41 ) segue, para 1 < p < o0,
iz, J, thm — A =0. (2.42)

m=ree Jjo

Seja Py operador projegio de grau k = [a] . Integrando sobre @ as seguintes desigualdades
{ Vi = Pahl > b = Pohl = b = h] = |Po(fim — b))

|h = Poh| < | — Pohu| + [hm — bl + | Pg(hm — B

e utilizando a seguinte estimativa obtida baseada no item i) da Proposigao 2.1 com constante ¢

e < — o0 < —
| 1Polh = B)| < 1Q1 1 Pa((e = B)lz=i@) < co [, lhm —hi
seguern, respectivamente,

jglhm—PthlZélh“PQM“(l-E-Co)jglhm*M

/th—PQh|gj;|hm—Pthl+(1+co)Jg!hm——hi,
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Para cada desigualdade da relagio acima tomamos o limite superior e o limite inferior quando m
tendo ao infinito; por { 2.42 ) obtemos a igualdade

fQ|h-—PQh| =,ii£%o/¢, | — Pohom) .
Portanto, para um cubo ¢ 3 z, segue da desigualdade acima,

IQI“ j|h Pohl = Jim - j|h — Pohn| < liminf(hn)i(2).

Tomando o supremo sobre todos os cubos @ tais que D @ 3 x na desigualdade acima vem
B (2) < limisf ()5 (0). (2.43)

A relagio ( 2.43 ) mostra a atuagio do operador § nos elementos da seqiéncia k., e no limite /.
Além disso, ( 2.43 ) independe da escolha do cubo Q. Vale uma relagio andloga a ( 2.43 ) para o
operador b, isto ¢, k% (z) < lim ninf ( m ()

Agora estamos em cond1goes de obter o
Teorema 2.5 . CF e C sdo espagos de Banach em relagie as normas (2.38).

Demonstragdo . Que CZ e CJ séo espagos vetoriais normados em relacio as normas definidas em
( 2.38 ), respectlvamente, éa parte facil do teorema. Faremos a outra, parte. Mostraremos que C7
é completo. Para C o procedimento € analogo

Suponha {f. € C’ *:m € N} uma seqiiéncia de Cauchy em C7' .

Pela inclusdo Cy C LP(Q) e a partir da desigualdade ||.||r(0) < || llog obtida por ( 2.38 ) resultam
que {fmn € LP() : m € N} também é uma seqiéncia de Cauchy em LP(Q). Pela completude do
espago LP(Q) para 1 < p < oo (este fato pode ser visto, por exemplo, em Adams [1]); existe um
elemento f de L?(Q) tal que

Hm || fm = fllze@) = 0. (2.44)

M—300
Usamos ( 2.43 ) com {hp, := fm € LP(Q) : m € N} e b = f € LP(Q), o Lema de Fatou™ e
( 2.38 ) para mostrar que f é elemento de CZ(f2) da seguinte maneira

I fal ey < leicgﬂ(fm)g‘p Sli,?i,ig.}ffgl(fm)i”

(2.45)
= lmi;}f'fm'%g < lﬂlolo}f||fm1 ?Jg < 0.
Assim, f} € LP(Q). Donde f € C3(QY) pois também f € LP(Q).
Novamente utilizaremos ( 2.43 ) para mostrar
Tim I ~ fllog =0. (2.46)

Seja m' um numero natural fixo.
Consideramos a seqiéncia {hy = fp— fow € LIF(Q):m € N} eh = f— fpr € LP(}) em ( 2.43 )
para obter

(f = fa)i(2) < liminf(fm — fm)h(z) para todo z € 2.

3°Em Wheeden-Sygmund [1] e em Darst {1] estudam-se o que acontece se o liminf for substituido por limsup no
Lema de Fatou. Segundo Klei-Miyara [1], o Lema de Fatou para virias varidveis (em espago de dimensio finita) foi
estudado por Z. Artstein em 1979, W. Hildebrand e J.-F. Mertens em 1971 e D. Schimeidler em 1970; em dimensdo
infinita por E. J. Balder em 1988.
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Na desigualdade acima aplicamos o procedimento idéntico utilizado ao obter { 2.45 ). Donde,
I = Fudhlrigy < liminf |l fm = frlBs < Tim [l — Fr g -

m—300

Tomando o lim na desigualdade acima e recordando que {fm € CZ(2) : m € N} é uma
seqiiéncia de Cauchy em CZ((?) e utilizando ( 2.37 ) seguem
Jim 1f = faleg = Y I(f = fm)olZy < Hm_ Jim [l fm = frvllzoiey =0
Pela relagio acima, { 2.44 ) ¢ ( 2.38 ) vem
%ﬂ%o If - me%g = AI_I}%O |f = fm %g + %ﬁ%o If— fm”ip(ﬂ) =0.

Esta igualdade é o mesmo que ( 2.46 ), isto é, f,, converge para f em C;(2). @

Para « n3o inteiro temos f! = f°; neste caso, C:=Cpondel <p<oo.
Mais ainda, o Corolério 2.3 produz o

Corolario 2.6 . Sea>0el<p<ocentioC; CCy. B

Encerraremos este capitulo apresentando duas aplicagdes das fungbes maximais fi e f2 nas
subsecoes 2.4.1 e 2.4.2 a seguir.

2.4 Aplicacoes
2.4.1 Funcoes Maximais Medindo Regularidade Local

Mostraremos que as fungdes maximais f e fi controlam a regularidade de uma funcao f. Inicial-
mente estimaremos as derivadas dos polindmios Py f e Pé’) f-

Lema 2.7 . Dados os cubos @* C @ C R™ e o numero real & > 0, sejam Pg- e Py operadores

projecées de grau k = [a] € Pg. e P% operadores projecées de grau k = (o). Se ¢ € Q™ entdo existem
constantes ¢, e ¢z > 0 dependendo de n, k e v tais que

. a—|vf .
i) 1D*(Paf — Po-fllzmiay < el @1 jmf, fi(w)

i6) [|D*(Pof — P f)llzm(e) < @2lQIF inf fi(w)
para 0 < |v| < . As desigualdades em 1) e 1t) ainda valem para (v| = a se |@Q| < 2*|Q}.
Observamos que, se |v| > o, as derivadas D*(Pof — Py-f) e D*(Pyf — Pé.f) sao nulas e as
desigualdas em %) e i) estarfo trivialmente satisfeitas.
Demonstragio do Lema 2.7 . Consideremos o caso particular [Q| < 2*|Q*| e |v| € «. Donde,
ol o
T < [ <

A desigualdade de Markov (Proposigao 1.6) e a relagdo acima produzem

vl
k%/?n(n +1))
|1D*(Pof — Po=flllz=ie = ( BPREE | Pof — Po~ fllze(on

k% /2n(n + 1)) 2
( 1Pof = FPor fllze=(e=) -

|Q|l/=
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Por outro lado, ( 2.10 ) e ( 2.19 ) com constante ¢; dada por ( 2.18 ) dependendodenek, e
Q] < 2"|@*| produzem, para todo z € @* C Q,

| < |Pof = Por(Pofillze(@n + 1Po-(f — Pof)llze(an)

< 0+ 157,

< a2 QP ().

Tomando o infimo sobre o cubo @ na desigualdade acima obtemos

|Pof — Pa-fllz=(o+) < a2?|Q[/™ leng Fh(u). (2.48)

Af=Pofl < or [ 1F -

Portanto, neste caso particular, o item ¢) é combinagio de ( 2.47 } e ( 2.48 ) com a constante

¢ valendo ¢ (k21/2n(n +1) )a 27t dependendo de v, ne k.

O caso geral para cubos tais que @* C @ e |v] < a segue apds escolher uma seqiéncia finita
de cubos encaixantes @* =: Q; C Q2+ C @Qm C Qms1 = @ com lado Qiyy = 2 lade Q) para
1 <i<m-=1, elado Quyi < 2 lado @, isto é, |@ipr] = 2*Qi| para 1 <2 < m—1, ¢

1@me1] < 2%Qml .
Donde,

Q| = 2%|@mes| = 227|Qpoa] = -+ = 207FIRQupg | = - = 2027 [Qy

[#4
A seguir utilizaremos o caso particular visto acima (fazendo ¢; := ¢; (k2\/2n(n + 1)) 27t apds
a desigualdade triangular, para obter uma progressdo geométrica convergente de razao 20,_1_ - , onde
a # |v|, do seguinte modo

ID*(Pof = Po-fllizm@y < SollD"(Posnf — PosFlllzecey

i=1

i a=lel .
< @y |Qul™ inf fi(u)
=1 u€Q;
= a-iv]
< 310wl inf fiw
i1 U»GQ
_ amly| Poaldl il 1
= & [ |Qmrsl F + [Qul Z;Q(—m:i“:“s“f;“:m Jnf, falw)
aomele] a=ly] 0 1 #
= lQm+l| +|Qm| " j=§-2 (ga_h,l) lerg_f(u)
1 sl . . o
< al+ ey ) Q15 it ). W

Seja f uma funcio definida em um conjunto aberto 2 de B*.
Fixemos h € B*. Para todo z € 0 tal que z + k €  definimos o operador diferen¢a da funcdo f

no ponto x por & f(z) i= flz + h) — fz).-
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Para um ntmero inteiro positivo r o operador diferenca de ordem r sdo poténcias do operador
diferenga definidas indutivamente por

pf(@) = Da(AF f(2)), (2.49)

onde r = 2,3,--- e pontos x de § tais que {z,z+h,---,z+7h} C Q%
Por convencgio, A, = A} .
Alternativamente, nas condigbes de { 2.49 ), podemos escrever

() = S (=1 () fle+ih) onder=1,2,---. (2.50)

1=0 ¢
Na forma ( 2.50 ), verifica-se de imediato que o operador A}, ¢ linear, isto &, AL(f + g)(z) =
AL f(z) + ALg(z) onde f e g sdo fungdes definidas em Q; também fica natural definir A f = 1.
( 2.50 ) pode ser estimado de duas maneiras:

) 183 < [max ()] S+

0<5<r \i
(2.51)

.. r . "\ = or Y|
i) @) S [max (e + in)] ) () =2 max (e +in)
Verificaremos que operador diferenga A, atuando sobre P, comporta-se do mesmo modo que o
operador diferencial cldssico: ambos diminuem o grau do polinémio em uma unidade.
De fato, para o mondmio z* em R™ com multi-indice |v| = vy + v5 + - - + 11, vale
Ap(z”) = (z1 4+ b)) + -+ (Tn + An)™ — 2} - - 22* = polindémio de grau |v| —1.
A linearidade do operador diferenca A, aplicado ao polindmio de grau k& dado por

m(z) = Z T’

[v|<k
resulta
Apm(z) = D ¢, Ap(z”) = polinémio de grau k — 1.
vI<k ‘
Por conseguinte:
0 ser > grau de m
rlh” se r = grau de 7

Dada uma funcdo f definida no aberto 2 C R* efixados h € E* er € N, consideremos o conjunto
Q, de todos os pontos z de Q tais que existe um cubo @, C Qtal que {z,z+h,---,2+rh} C Q.. Em
O}, o operador diferencga de ordem r aplicado a fungdo f pode ser estimado pelas fungdes maximais
fi e f2. Este é o conteido do

Teorema 2.8 . Sejam f € L} (Q) e h € R*. Existem constantes ¢1 e ¢; > 0 dependendo den e
de k tais que

%
) |AFf(z) € alkl*d Az +ik)  para quase todo z € QU onde k > [a]

1=0

k
i) |AFf(2)] < efh|* Zf:{(x +1h)  para quase todo z € £y, onde r > (a).

=0

*OGeneralizagio de A}, quando o ndmero real A nio ¢é fixo e para subconjuntos infinitos {z,z + k,---} C Q sio
estudados em Davis [1] juntamente com a representacao em série de Newton de uma fungfo utilizando tais operadores.
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O teorema acima seréd utilizado para provar um resultado relacionado com o espago de Besov na
secao 4.2 adiante.

Demonstragio do Teorema 2.8 . A prova de i) é andloga & de ). Provaremos 7).

Fixados h € R™ e o conjunto §2;, := { = € Q tais que z, 2+ h+---,2+kh sdo pontos de Lebesgue
de f} segue que a medida (de Lebesgue) do conjunto 0\, é nula. Portanto, basta provar ¢) somente
para pontos de 2.

Escolhemos um ponto z de 2, e definimos y; := z+ik onde 0 < ¢ < k. Escolhemos o menor cubo
Q tal que {yo,y1, -, yx} C Q@ C . Desde que cada y; é um ponto de Lebesgue da fungéo f ese
tivermos cubos Q* C Q com Q* | {w:}, vale Pp-f(u:) — f(y:) (a ser provado na préxima subsegio) .
Usando o Lema 2.7, com |v| = 0 e constante ¢y dependendo de n e &, seguem

Poflys) = flwa)l = Jlim |Pof(w) = Pe-flyi)l < lim 1o f = Forfllze@
(2.53)
< alQ/* Jlim  inf fi(u) < colQ" fi(y) < cok®lRIfE(w:) -

onde na dltima majoragio em ( 2.53 ) utilizamos o fato de que para um cubo @ C cubo de lado de
comprimento kb C Q tem-se {Q| < k™|h[".
Pela linearidade do operador diferenca, ( 2.52 ), ( 2.53 ), ( 2.50 ) e ( 2.51 ), obteremos

sucessivamente as estimativas

0<%k =0

AL = 18K = Pone) < [ (*)] 0 100 — Pastw)

< [ ()] et 0 < [ ()] obor 3 20

=0 =0

. . . ) k
Assim, conclui-se o item z) do teorema onde ¢; = [ma)i ( )] okt . H
<Is

2.4.2 Um Resultado Tipo Diferenciacao de Lebesgue

Definiremos uma fun¢do mazimal tipo Hardy-Littlewood (localizado em um cubo fixo @) em termos
de { 2.9 ), a saber
sup__ |Po-f(z)] se z€@Q
>
Mo f(z) =
0 se z & Q

onde ¢ supremo é tomado sobre todos os cubos Q* tais que @ D @* 3 z.
Verificaremos que, para todo z no cubo @, existe uma constante ¢ (dependendo de k e n ) tal que

Mqf(z) < cM(fxq)(z) (2.54)

onde M é o operador maximal de Hardy-Littlewood definido na secéao 1.6.
De fato, fixemos o cubo Q* de lado I* := |Q*[*/*. Por ( 2.17 ) e a constante ¢ (dependendo
somente de k e n) dada em { 2.18 ),

1
Mof(e)Se smp o [ If1Se s 15 [ifxel = eMUxale)  (259)
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para todo z € Q C R*. O dltimo supremo em ( 2.55 ) é tomado sobre todos os cubos Q c R
contendo z. Assim, { 2.55 ) é o mesmo que ( 2.54 ).

Em particular, por ( 2.54 ) e utilizando a classificacéio de operadores dadas na subsegao 1.6.2.1
tem-se que Mg é um operador tipo fraco (1,1) e tipo (00, 00) pois M é um operador tipo fraco (1,1)
e tipo {00,c0). Além disso Mg é um operador sublinear e, pelo Teorema de Marcinkiewicz, segue
que Mg é um operador tipo (p,p) onde 1 < p < co.

Fixado z de um cubo qualquer @*, ( 2.10 } e ( 2.19 ) com constante ¢ , tem-se

[f(z) = Po-f(z)l £ |If = Fo-f

< If = forllzes@n + [P+ (f — fo=)llz=(o=

Lo (@)

1 (2.56)
< 7 - farlizion + oty L\ = for
< (T4 c)llf = forlloeg -
Afirmamos que se a funcdo f é continua, a desigualdade ( 2.56 ) implica
im Po-f(z) = f(x). (2.57)

Q*l{z}
De fato, se f é continua em @ , pelo Teorema Fundamental do Cdlculo,

Iim 1
= 1 B
Q=i{=z} |@*| Jo

for fly) dy = f(z) paratodoz€ @ CQ.

lim
Q*i{z}

A funcio diferenga f — fo+ é continua em @ ; portanto, assume o maximo em ¢, digamos em
zo € @ . Neste caso, para 1o € @~ C @, vale

Q-ligflo} Hf B fQ' “LW(Q‘) = Q}i?;o} “f(:EO) h fQ-I

Loy = 0.
Esta igualdade e ( 2.56 ) implicam ( 2.57 ).

Seja f € LY(Q). O tipo fraco (1,1) de Mg mostra que ( 2.57 ) ainda ocorre para cada ponto de
Lebesgue de f. A demonstragio deste fato segue as linhas do Teorema 1.27.
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Capitulo 3

Teoria Maximal em L?O [(02),0<g<

No Teorema 4.10 do préximo capitulo utilizaremos a propriedade do operador maximal de Hardy-
Littlewood M ser limitado em LP(Q) para 1 < p < o0.

A finalidade deste capitulo é justificar porque o Teorema 4.10 ainda vale se p = 1. O truque
sera definir um operador M, (dependendo de M e o := (1 + 'g) ' com 0 < 8 € o ) limitado em
Q).

Neste capitulo definiremos e obteremos propriedades de cinco fungdes maximais biparamétricas
fi,qo , f;‘qo , Fﬁ,q , F j;,q , Fi 4, o operador maximal de Calderén N e as derivadas de Peano D, f; onde
fe L (Q) ou L. (Q) conforme o caso, j € N,a > 0,1 < go < 00,0 < ¢ < cc e v é um multi-indice.

O resultado principal deste capitulo é mostrar que podemos substituir e fi por F g’q‘, F g,q,
respectivamente, nas definicdes de C ¢ C quando g <pel < p<co.

Finalizamos este capitulo apresentando duas aplicagoes:

i) equivaléncia entre F, g,q e N{ via derivadas de Peano.

i) um resultado tipo diferenciacio de Lebesgue quando {2 é um cuboe g < 1.

Um lembrete: ao longo deste capitulo o nimero real a serd estritamente positivo. Isto implicara
na convergéncia de uma série geométrica.

3.1 Aproximantes

A aproximagio por polindmios provém de dois resultados basicos, conforme Davis [1]. O primeiro re-
sultado garante a existéncia e a unicidade de um polinémio de grau k-1 passando por &k pontos distin-
tos. E o problema de aprozimacdo finita. O segundo resultado diz que toda fungio continua definida
em um conjunto compacto pode ser aproximado uniformemente por uma seqiiéncia de polindmios.
E o contetido do teorema de aprozimagio de Weierstrass de 188511 .

“1Existern artigos relacionados a este parigrafo que podem interessar ac leitor. Henri [1] apresenta questSes de
S.Berstein (1931) e P.Erdds (1947) respondidas afirmativamentes por T.Kilgore (1978) e C.deBoor e A.Pinkus (1978).
Para a demonstrac3o clissica do Teorema de Weierstrass sugerimos Davis [1] ou Cheney [1] e para provas alternativas
sugerimos Lindsey {1} ¢ Levasseur {1].
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P.L. Tchebyshev, em 1853, ji estudava a existéncia, no espago de polinémios de grau menor
ou igual a %k, de elementos satisfazendo condigdes de proximidade que veremos nesta secio. E o
problema da melhor aproximagdo de uma fung¢do por polindmios e pode ser implementado para
célculo computacional; a condigao de proximidade é o critério de parada ou erro.

3.1.1 Aproximantes em Espagos Normados

Seja X um espaco linear normado com a distancia induzida pela norma, isto é, d(z,y) == ||z — y||x ,
onde z e y sao elementos de X . Seja Xy um subespago de X ¢ f € X . O problema da melhor
aproximacio de f (por elementos de Xj) consiste em determinar fo € Xo tal que

I1f = follx = inf IS = gllx-

O elemento fy é denominado melhor aprozimante®® de f em X, .
Denotamos por Ax,(f), ou simplesmente A(f)** quando X, for subentendido, o conjuntos de
todos os melhores aproximantes de f por elementos de Xg, isto &,

Ax,(f) = A{fo € Xo : ||f — follx = inf |f —gllx}-
9€Xo

As caracterizagdes dos elementos de Ay, (f) podem ser vistas em Singer [1].
Em particular, se Xg nfio é um subespago fechado (em relagio a X), tem-se

{7} para f € Xo
Ax,(f)=4 {90} para f € Xo\ Xo

{7} para f€ X\ X,

Trataremos da existéncia de elementos no conjunto { ? }, que pode ser vazio ou ndo, quando
feX\Xo. Se{?} énio vazio para todo X \ X dizemos que X, é subespago linear proziminal
4 de X, ou simplesmente, proziminal. Caso contrario, Xy € dito ndo-proziminal Assim, a questo
da existéncia dos melhores aproximantes esta relacionado com a determinagio dos subconjuntos
proximinais. _

P, é proximinal em relagio a LP(R") e também em relagio a L, (R") para 1 < p < co0. E
consequéncia do

Teorema 3.1 . Seja X em espago linear normado ¢ Xo um subespaco linear de dimenséo finita.
Entdo Xy € proziminal.

Demonstragio . Singer [1] ou Cheney 1].®@

Outras condicdes necessérias e suficientes para que Xy seja proximinal sdo dadas em Singer [1]
bem como quando fo € Xo é o tinico elemento de melhor aproximagcio de f € X \ X ;sugerimos
também Cheney (1].

Por outro lado, L#(R") ndo é um espago normado para todo 0 < p < co. Mesmo assim, P; é
proximinal em relagio a LP(R") onde 0 < p < oo. Este é o objetivo da préxima subsecio.

“2Este termo foi introduzido por P.L.Tchebyshev em 1853. O problema bésico na teoria da interpolagio é a existéncia

de melhores aproximantes.

*30 conjunto A(f) é convexo e .A(f) consiste de um tinico elemento ou possui infinitos elementos, conforme Davis
(11

*40 termo proriminal é a combinagio das palavras prozimidade e minimal proposto por R.Killgrove, conforme Singer

(13
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3.1.2 Aproximantes em Espagos Métricos

Sejam Y um espaco métrico com métrica d e Yy um subconjunto de Y. O problema da melhor
aproximacao de f em Y por elementos de Yy é encontrar um elemento fo € Y, satisfazendo

d(f:fﬂ) = gléllfi:o d(fvg)

Valem as defini¢Bes andlogas para o conjunto Ay, (f) e o conjunto proximinal, dadas anteriormente
para espacos normados na subsecdao anterior.
DeVore-Sharpley [1] afirma o seguinte fato: Py € proziminal em relagdo a LP(R") onde 0 <p < 1.

3.2 Fungdo Maximal em LY (Q),0 < ¢ < oo

Da inclusio Li .(Q) € L},.(9) para 1 < g < oo segue a boa definigdo dos polindmios Pof e Pé f
quando f é um elemento de L] (2) e a > 0. Os polindmios Pof e Pg f foram apresentados no
Capitulo 2. Assim, definimos as fun¢ées mazimais

;

[tinla -t

1 (1 He
feaal@) = fl, (@)= sup PR (@/Q If - PQf|q)

b — fb = &y 1 j_ _ pbre He
{ fa,q,ﬂ(x) - fa,q(x) = QSDQI:;:L' IQ'a/n ([Q] -/Q If PQfl )

ondea>0,1<g<xeo supremo é tomado sobre todos os cubos Q@ comz € @ C Q.

Em particular, fi; = fl e fo, = fi. Logo, as fungdes St e fo, podem ser consideradas como
uma extensio das fungoes fg e f(';, respectivamente.

Vejamos porque ( 3.1 ) néo foi definido para 0 < ¢ < 1. Seja f uma fungdo em L] () onde
0 < g < 1. Neste caso, Py f pode ndo estar definido sempre pois existe uma funcdo f € LI(Q) mas
f & LYQ), onde @ é um cubo qualquer de R*. De fato, por exemplo, a fungdo de uma varigvel
real f(z) = 1/z para 0 < = < 1 e zero caso confrario, nio € integravel em intervalos contendo a
origem Portanto, é impossivel, simplesmente utilizando os polinémios Py f e Pf?f, estender fﬁyq e

2.0 dadas em ( 3.1 ) , para toda fungdo L],.(Q) onde 0 < ¢ < 1.

Alternativamente, é possivel obter fun¢des maximais F}, e F, g,q (a serem definidas abaixo) equiv-
alentes a fi e f7 ., respectivamente, para L{, () onde 1 < ¢ < 0.

Além disso, F} e Fg,q fazem sentido quando L], () onde 0 < ¢ < 1.

A finalidade desta segdo € apresentar Fﬁ’q e Fg,q e obter algumas propriedades.

Sejama > 0e f € L{.(©?) onde 0 < ¢ < co. Conforme a secdo 3.1, a fun¢io f tem um conjunto
de melhores aprozimantes de P,; em L (Q), denotada por A(f)*

Seja Pg f em elemento de A(f). Definimos a fungdo mazimal'®

QDQ@3z

" _ . 1 1 1/¢q
Froale) = Figs) = s i (o [ 17 - 7o)

= ﬂsa'%gx"iﬁptal |Q|°‘/"‘ (|Q|j 7= )

#5Ge 1 < ¢ < oo o conjunto A(f) contém um nico elemento, conforme Davis [1].
“SEstas fungdes so generalizadas em Stromberg-Torchinsky [1].
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Em ( 3.2 ) utilizamos o fato de que o polindmio Pq f satisfaz || f ~Pof|lLa@) = wieg'{l | f—7llzeo) -

Donde conclui-se que Fj ; , independe da escolha de Pq f-
Quando § for igual a um cubo fixo de R™, digamos Q = @, entdo alteramos FE oalz) para
F! . Q(m) onde o supremo utilizado em ( 3.2 ) serd tomado sobre todos os cubos Q satisfazendo

1€QCqQ.

Relacionaremos Fﬂ . € fi para toda funcdo f em L (). Relendo o Lema 2.2 item 7), Fi; é
equivalente a f% , isto é, existe uma constante ¢; (dependendo de n e do grau k) tal que

e fiz) € Fil(x) < fi(z) para todo z € (). (3.3)
Por definicio de Pof e o fato de Pgf ser um elemento de Fy) seguem
If = Pafllzae = f 1If =iy < If — Fofilza@) -

Dividindo esta relagao por |Q|ﬁ'“‘% e tomando o supremo sobre cubos @ com ¢ € @ C {2, temos
F! (2) < fi (z) paratodo z € Q. (3.4)

Iremos obter a desigualdade reversa de ( 3.4 ) quando ¢ > 1.

Seja g > 1 (esta é justamente uma condigdo para que Fp f e Pqf estejam simultaneamente bem
definidas para f em LY (f)). Estimaremos a norma em L?(Q) da diferenca Pq f — Fo f utilizando a
Proposigio 2.1 item 7) com constante co (dependendo de » ¢ do grau k ), a linearidade do operador
projecio Pof e a desigualdade de Hélder do seguinte modo:

IPof — Pofllzey < 1QM4Pof — Paflizee) = Q1| Pe(Paf — llz=(e)

< wl@pfrz [ (Paf - I < cllPof — s

@

A relacio acima e o item ¢) do Teorema 2.1 produzem

If = Pofllzegy < IIf —Pofllze) + 1Paf — Pafllze@)
| f = Pofllze@) + 1 Pe(Pof — flllzea

< (14 e)llf = Pofllreo)-

. . a4l
Dividindo a relacio acima por |Q|+19 e tomando o supremo sobre cubos @ com z € @ C Q,
temos

It

Fo(x) S (L4 co)F},(z) paratodo z € Q. (3.5)
Isto mostra a afirmac&o.
Fazendo - := & 4 -;—, também podemos reescrever a defini¢io ( 3.2 ) como sendo
Fial®) = sup 1@&1/0 ——|f = Pofllr@)- (3.6)

Para o > 0 e f € L}, (?) onde 0 < g < 00, definimos outra fun¢do mazimal

b ) = b o 1 L b r1g Ha
F,q, ( )'_ Fa,q(x) = sup |Q|a/n (|Q|v/Q|fm’PQf|)

QD@3

1/q
= su inf — .
S of B IQ[“/” (mf i/ )
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onde o polinémio ’P& é um elemento do conjunto A’(f) dos melhores aproximantes de Pr,) em
L1 (), além disso, Fg,q independe da escolha de ’PEZ f e vale a segunda igualdade em { 3.7 ) pois

loc

Pof satistoz |f = Poflleeey = 1t I~ wllzae-
Proposigio 3.2 . Seja f € L], .(Q) onde 1 < g< o0 € €todo o R* ou um cubo de R™ . Entdo
i) fi,eFL, séo equivalentes e i) ffm e Fg,q sdo equivalentes.

Demonstragio. O item i) segue de ( 3.4 ) e ( 8.5 ). O item %) segue a partir dos andlogos a
(3.4)e(3.5)para F,,. &

As fungbes maximais FY e F.,  dependem dos pardmetros « e g. Relacionaremos F, neFL,.
Sejam o > 0 e 0 < g < co. Sendo P,y C Pg, pela segunda igualdade em ( 3.2 ) e pela segunda
igualdade em ( 3.7 ) segue

Fi (2) < F.,(z) para todo z em (. (3.8)

Sugerimos comparar ( 3.8 ) com o Corolario 2.3.

Vamos relacionar F! e Fci,q para diferentes valores de ¢, fixado «. Apresentaremos duas de-
sigualdades; uma direta e a outra reversa. Vejamos a desigualdade direta.

Seja a > 0 fixo. Se 0 < ¢ £ r < oo entdo

i) Fi(z)<F!(z}) e i) F, () < F;.(z) paratodo z em . (3.9)

De fato, provaremos ). De maneira andloga segue 1) .
Fixemos um polindmio 7 € Fsj- Se ¢ = r nada temos para provar.
Se ¢ < r entdo Z < 1. Definimos o nimero real % :=1—12 > 0. Aplicamos a desigualdade de

Hélder com expoentes conjugados - > 1 e § as fungdes |f — Pof|? e 1, respectivamente, para obter

g/r
57 Jo | ~Pafltis (1—57 / |f~'PQf|’") -

Extraindo a raiz g-ésima da relacdo acima, dividindo por |Q|*/" e a seguir tomando o supremo
sobre os cubos @ com z € @ C § obtemos z).
A desigualdade reversa de ( 3.9 ) estd no seguinte

Teorema 3.3 . Sejama>0, 0<qg<r<ooef€ L. (Q) onde Q= R" ou um cubo de R".
Eristem constantes ¢; € ¢; > 0 dependendo de n, g ¢ k = [a] ou (o), conforme o caso, tais que
i) FL2) SaM(Fi)() e &) Fg.(2)< e:My(Fy,)(z)

para todo z em 0, com o = (-f; + %)*1 e M,{g) == [M(|g|")]*/* onde M ¢ o operador mazimal de
Hardy-Littlewood (para Q) definido na segio 1.6 %7

Antes de demonstrar o Teorema 3.3 vejamos uma consequéncia desse teorema.
Os resultados apresentados até o presente momento nesta se¢io fornecem ( 3.10 ) e ( 3.11 )
descritos abaixo.

. X -1, . . R
“TPixado r > 0, o ndmero o := (£ + 1) é chamado fndice critico ¢ 4 0 menor valor de o tal que vale a implicagdo

Fl,eL°(Q) = fE€ L (). Isto estd provado em DeVore-Sharpley {1].
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ke r

-1
Se 1l € g £ p fazemos o := (2 + l) . Por ( 8.3 ) com constante ¢, ( 3.9 ), Teorema 3.3
item 2) e M, aplicado a ( 3.3 ), seguem sucessivamente :

cofi(z) < Ff[,l(m) < F! (z) < aM,(Fi ) (z) € oM, (fE)(z)  quase sempre. (3.10}

=1 .
Se 0 < ¢ < 1 < p fazemos oy = (i— + 1) . Por (3.9), (8.3 ), Teorema 3.3 item i), seguem
sucessivamente

Fg?q(m) < Fgl(m) < fi(z) < CoF.E,,l(-T) < epey My, (Fiq)(a:) quase sempre. (3.11)

Agora estamos em condigdes de entender melhor a definigdo de C{2) e C5(§)) para 1 < p < o0
dadas por (12.26 ). A Proposicio 3.4 a seguir diz que nas definigdes de C3(€2) e C3(§2) podemos
substituir f! e f2 pr Fj,’q e F° . respectivamente, quando ¢ < p < co.

o,g ?

Proposicido 3.4 . Sel<p<ooel<g<oo entio, para todog< p,
D) flelr(Q) e F_eI’(Q) e i) flelP(Q) <> Fl, el”(9).

Demonstragdo . Mostraremos 7). O item iz) segue de modo analogo.

Para mostrar o sentido “==" argumentamos: se 1 < g utilizamos a limitacdo em L?(Q2) do
operador M, e ( 3.10 ); se ¢ < 1 utilizamos a primeira e a segunda desigualdades de ( 3.10 ). No
sentido “<=7 argumentamos: se 1 < ¢ utilizamos a primeira e a ségunda desigualdades em ( 3.11 ).
Se g < 1 utilizamos a limitagio do operador M,, em LP(Q) e ( 3.11 ). M

Vejamos uma propriedade importante do operador M, definido no Teorema 3.11.
O operador M, é limitado em L'(Q). Em geral, mostraremos que M, é limitado em L?(Q) para
p>1. Defato,se 1 <g<pei =2+ entio2=22+2>]. Donde, utilizando a limitacgo do

operador M em L*/?{Q) com constante ¢, seguem

gl

z
r

Mol = 1M oo = ( [240a0%) 7" = 1M(g o

L]
Q-

| z
< ellgrng =< ([ 16°F)"" = clglio

Isto demonstra a afirmacdo.

A prova do Teorema 3.3 exige em pouco de preparo técnico. Dividimos os pré-requisitos em
diversas etapas. Inicialmente faremos quatro estimativas; duas para f e duas para b. A seguir
apresentamos o Lema 3.5 que € o ponto de partida para a demonstra¢do do Teorema 3.3.

Sejam R* C R cubos com o lado de R* < 2 lado de R, isto é, |R| < 2*|R*|. O item iz) da
Proposicao 1.7 com constante ¢; (dependendo do k, ¢ € n) aplicado ao polinémio Prf — Pr-f é

1 i/g
|Prf — Prefllrer < o (l—E;-' .’C_r I?Rf"*'PR*flq) .

Elevando a desigualdade acima 3 poténcia ¢, e aplicando a desigualdade (v + v)¢ < (27(u? + v9)
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para todo u,v e ¢ > 0, visto na segdo 1.1, seguem

)
)

voo (L 1
IPrf = Preflieo(m) S <02 (TR“;T ]R_ |f —Prfl"+ B /R_ |f — Pr-f

7AN

2n . 1
(o [ = Pasle o [ 1 =Pt
< (@) RPRIBFL () + [RE ()]
< (@22 + | (o

para todo v € B* C R.
Extraindo a g-ésima raiz da relacéo acima e tomando o infimo em R*, segue a primeira desigual-

dade para |, a saber,
[Paf = Pafllimian < R/ inf FE o(u) (313)

onde a constante ¢ (dependendo de k, ¢ e n) vale 2¢o(2"F7 + 1)1/9. Sugerimos comparar ( 3.13 )
com ( 2.48 ).

Vejamos uma segunda estimativa para f. Suponhamos uma fun¢do em LL (1) onde 0 < ¢ < o0
Pelo Teorema 3.11 dado na subsegao 3.3.4 adiante, tem-se

Qlir{n} Pof(z) = f(z) para quase todo ponto z de (2. (3.14)

Seja z um ponto de { satisfazendo ( 3.14 ). Para um cubo qualquer () contendo z, escolhemos
uma seqiiéncia infinita de cubos encaixantes decrescentes satisfazendo ¢ =: @1 D Q2 3 -DQ; D
Qj41--- de lado Q41 = 3 lado Q; com z € Q; para todo j = 1,2,--- . Logo, 1@i1| = 23”!Q|

Assim, ( 3.14 ) apljcado 3 seqiéncia {@; : j € N} do paré.grafo anterior produz

lim Py, f(z) = f(z) para quase todo ponto z de 2. (3.15)

j—rco

Esta igualdade e ( 3.13 ) com constante ¢; acarretam, para quase todo z de Q,

i-1
[Pof(e) = f(z)] = lim[Pof(z)—Po;| < lim > [Pa.f(2) = Pau f(2)]
g=]1

= Z |pQJf( pQJ-}-lf l < Z |[PQJf pQJ‘I'lfHLOO(QJ-'-i)
=1

F=1

(3.16)

IA

clz(|QJ+llaln 111f F21 ( )) < ¢ mf Z[Q 1] afn

Fe=1

< Pl (2)QIin 32

=1
Em ( 3.16 ), a série geométrica 3522 ( ) de razdo & < 1¢ convergente e converge para Zos

pois & > 0. Este é o motivo porque tomamos a >0 desde o inicio deste capitule. Vale a pena
comparar esta série geométrica com a série geométrica dada na demonstragdo do Lema 2.7.
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Segue de ( 3.16 ) a segunda estimativa para § , onde ¢ := c;if;—ja (a constante ¢ dependendo de
k=[a], gen)ea>0:

|Pof(z) — f(z)| < c|Q|*"F} () para quase todo ponto « de . (3.17)

O que fizemos para f pode ser feito para b e obter o restante das estimativas similares a ( 3.13 )
e ( 3.17 ). Enuncié-la-emos para facilitar referéncias futuras.
Existem constantes ¢; e ¢; > 0 dependendo de n, g e k = (a) tais que

i) |PRf — PhFllze(rey < CllR"‘I“/“ mf F ()
(3.18)
i) |ngf($) — f(2)] £ lQ|*¥/"F. (z) para quase todo ponto 2 de 2.

Neste capitulo utilizaremos as defini¢des das fungdes distribuigdo, rearranjo nao crescente e rear-
ranjo maximal da segdo 1.5 exclusivamente a partir deste momento até o final desta segéo.

Lema 3.5 . Sejam f € L%, (Q) onde @ = R* ou um cubo de R* ¢ Pof € A(f) ou Pof € A(f),
conforme o caso. Para cada cubo Q C U, ezistem constantes ¢; e ¢; > 0 tais que, para 0 <t <
Q|/2™, valem

) (G~ Peixal O e [ reend]

8

i) [(f=Pofxe] () S [t"’/”G"'*+ / ® o (s)ser ds} .

S

Em i) consideramos F = FﬁqQ onde o indice @ significa que a fungdo F a0 € aquela definida
em ( 3.2 ) substituindo S por Q. Em ) temos G := F} .

Demonstracio . Verificaremos 7). De modo andlogo segue i1). Fixado ¢ > 0 (neste momento néo
estamos utilizando a hipétese de ¢ ser limitado superiormente por |Q|/2"; esta cota superior serad
obtida naturalmente mais adiante), definimos o conjunto auxiliar

E={ze@Q: F(z)> F(t)}.

Pela Proposigdo 1.13 vale |E| < 1.
Também utilizaremos a desigualdade

5 Plu) < F(1Q4). (319)

De fato, pela Proposigie 1.16, tem-se

Q1 inf F(u ] du<]' ! pn(s)ds.

u€l);

Portanto, por { 1.24 ) e o fato do cubo @; ter volume finite, segue

Q51
mf Flu F*(s)ds = F™ .
eQ; [QJI 5 (|QJ‘|)

Donde obtivemos { 3.19 ).
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Paraz € Q\ E:= {z € Q : F(z) < F*(t)}, queremos estimar as duas parcelas do lado direito

de
[Pef(z) — f(2)] £ [Paf(z) — Ponf(2)| +[Ponf(z) — fl)| (3.20)

para algum subcubo @Q,, de Q onde m é inteiro. Determinaremos m. O fato de = estar fora de E
serd utilizado para estimar o termo |[Pq,, f(z) — f(z)] de ( 3.20 ).

Se z € Q \ £, escolhemos uma seqiiéncia mﬁmta de cubos encaixantes §Q =: ¢} D Q2 D --- D
Q; D Q,.H S ---com z € Q; e lado de Qj41 = 1 lado de Q;; assim |Q,+1| = 279*|Q)], onde
j=1,2--- . Alteramos o pa.rametro t (ﬁhado no 1111010 da demonstragao) tal que ¢ também satisfaca
0<t< IQ2| = 1Q|/2* < Q| (isto é, t possui uma cota superior). Agora podemos escolber m . Seja
um ndmero inteiro m > 1 tal que |@m+2| <t < |@ma]-

Estimaremos |Pq f(z) — Po,.f(z)| para todo z € @ \ E. Usando ( 3.13 ) com constante co e
( 3.19 ) obtemos

[Pof(z) — Ponf(z)l < g |Po,_, f(z) = Po, f(z)] £ i 1P f — P, fllze=(e;

=2

< o) 1Q; 1#/" inf Flu) < COZIQJI"/”F”(]QJ!)
j=2

— “ lofm s . lQJ' — 1@3"*‘1'

Co;l@ﬂ F (1Q’|)lej|“|Qj+1l

(3.21)

— e o fn g . IQJI — 1QJ+1|

COE'QJI F (lQJD'QJi_'jHQﬂ
— a/n - lQJ' - |Q.‘f+1|

_?,__2 F (IQJ') |Q_7|
12 ds
e gy go/n 3

< 51, Fr(s)s™/™ <

Na tltima majoracio em ( 3.21 ) foi substituida a varidvel discreta |Q;| por uma varidvel continua
s. Em ( 3.21 ) nio fol utilizadoofato de z € E.
Estimaremos |Pg,, f(z) ~ f(z)| para todo z € @ \ E. Utilizaremos a relagao

@l = 271Qmi1| = 27 |Qmea| < 2%t (3.22)

resultante da escolha do cubo @4z -
Para a seqiiéncia de cubos encaixantes {Q; : j € N} satisfazendo @; | {z} vale lim Po; flz) =
700

f(z) para quase todo ponto z € @\ E (esta igualdade é um casc particular do Teorema 3.11 que
veremos adiante). Usando { 3.17 ) com constante ¢;, ( 3.22 ) e a Proposicao 1.18 item 2) vem,
para quase todo ponto z € @\ E,

1P, flz) — F(@)| € e1|Qm|*/"F(z) € 221/ F*(1) < 2%/ F™(2) . (3.23)

Observamos que na segunda desigualdade em ( 3.23 ) foi utilizado a condi¢do de z nao ser
elemento de £ .
Juntando { 3.21 ) e { 3.23 ) em ( 3.20 ) segue, para quase todo z € @ \ E,

an

|Pof(z) — f(z)| € max {co 2;_ 1,c122°’} [t“’{”F**(t) + £|Q| F(s)s2/m _‘f!f} . (3.24)

&
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Para simplificar 2 notagio e encerrar esta demonstragio fazemos ¥ := (f — Pof)xe ¢ ¥*(t) ==
inf{\ > 0:¥,()\) <t}onde U.(}) :=|{z € B": |¥(z)| > A} = |{z € Q : |f(z) — Pof(z)| > A}
para todo A > 0. Donde segue que, se existir Ao tal que W.(Ao) < ¢ entdo W*(f) < Ao. Afirmamos
que existe tal A e vale

7 el d
Ao := max {co ) 5;2:_—1', 0122"} [ta/”F*’“(t) +_/t F(s)so/m i] .

&

(Logo, vale i) e a demonstragio do lema encerra-se por aqui.)
Vejamos a afirmagio W.(Xo) < t. Por ( 3.24 ) tem-se [{z € @\ E : |f(z) — Pof(z)] > Ao} =0
e o fato da escolha da particio de Q como a unido disjunta de E e @ \ E seguem

T(do) = {z € B:|f(2) - Pof(a)l > Ao} + Hz € Q\ E: |f(z) — Pof(z) > Do} < [E] < ¢. B

Demonstragdo do Teorema 3.3 . Mostraremos 7). De modo andlogo segue %) .

Para nio carregar a notagio substituimos [(f — Pg)xo]*(¢) por ¥(t) no item ¢) do Lema 3.5 com
constante ¢p e utilizamos a propriedade (u +v)” < 27(u" +v") vilidapara0 < r < cc eu,v 20
dada na se¢ao 1.1, para obter

H(t) <2 K ]t < F=(s)s%1 ds)r + (t“/"F**(t))r] para todo 0 < £ < |Q]/2".

Integrando esta desigualdade no intervalo (0,{Q]|/2"] obtemos

[ v < za[ [T ([T eresita) s [V @rreo) o

(3.25)
= ¢ [I+ 1]
Estimaremos I aplicando a desigualdade tipo Hardy (Teorema 1.3 item iiz) para obter
I<r ] " (F™(s)s*/™) ds. (3.26)
0

Lembramos a escolha de ¢ satisfazendo 0 < t < |Q|/2" < |@| durante a demonstragdo do Lema
3.5. Com isso, adequamos II substituindo a varidvel muda t por s e estendendo o intervalo de
integracio de (0|Q!/2"] para (0,|Q]|). Dessa maneira a integral resultante faz sentido pois é menor
ou igual & integral do lado direito em ( 3.26 ).

Assim, fazendo 1 := £ + 1 ¢ juntando os majorantes de I e I obtidos acima em ( 3.25 ) segue

-/;IQ|/2" ( (¢ )) — < 2" max{r", l}j F** I/U)T Eiﬁ (3.27)

S

A relagdo ( 3.27 ) subsiste sem o termo 2" do limite superior da primeira integral. Basta mostrar

lel o< o fIQllzﬂ & 3,98
0 =" J ) (3.28)

De fato, a fungéo ¢ € ndo crescente, logo ¥" € também nédo crescente.

Portanto,
1] Ql/z” lQl/2™
w3 [ s [V [
j=1v 77 (.?"1) F=1 0
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Isto prova ( 3.28 ).
Agora, ( 3.28 ) e ( 3.27 ) implicam

/0| (84 )) & oy max {r, 1}f ~(s)s"°)’ ds mclflel (F(9l7Y %3‘

onde ¢; 1= 2"2" ¢y max {r 1}. A notagio da subsegdo 1.5.4 perm1te reescrever a desigualdade acima
como sendo

|(f = Pafxellzen < el Fagallzen (3-29)
Utilizaremos a notagdo de ( 3.6 Y e o < 7 (esta desigualdade segue de & = 2 4 1 < 1), Para
z € Q C 0 podemos suprimir xg € o {ndice @ de F, q oem ( 3.29) obtendo

Fl (z) = sup

,P r <C su (or
23Q3z |Q|1/"”f eflr@ < a i |Qi1/o’|| ol L) Q)

/o
< ae S |Q|1/a|l F lze@) = c1es S (]QJ( ﬁ,q)a)

= cM,(F},)(z)

onde a constante ¢; provém das imersdes L°(Q) = L(o,0)(Q) — L{o,r)(Q) = L(r,7)(Q) = L(Q)
(apresentadas na subsegéo 1.5.4); e ¢ 1= c1¢; (a constante ¢ depende de n, ge k= [a] e r pois ¢
e c; dependem destes pardmetros). B

Sejam 0 < ¢ < 1 e P; o espago dos polindmios de grau j € N . Definimos a fun¢do mazimal

1 1 Ha
v 1 — l?
Fraale) = Fiale) = swp ot af (o [ 17 =)

onde supremo é tomado sobre todos os cubos @ com 2 D @ 3 z e o infimo é tomado sobre os
polinémios em P;, o > 0 e £ é todo 0o B" ou um cubo de R*.

J3 vimos que fi e F} quando ¢ > 1 (conforme Proposigéo 3.2). Encerraremos esta secio
apresentando uma extensio da Proposicao 8.5 item ¢ para 0 < ¢ < 1. Se 7 = [o] entéo, por ( 3.2 )
¢ pela defini¢io acima, vale a igualdade em Fi,y, = F7 . Se j > [a] temos a

Proposicio 3.6 . Seja j > [o . Eziste uma constante ¢ > 0 dependendo somente de o, j,qgen
tal que para cada f € LU(R™) + L™ (R") vale

Fi(z) < Fﬁ‘q(:c) < cFj{z) paratodoz e R*.

Demonstragido. A prova desta proposicio é semelhante 3 da Proposigio 4.4; serfio necessarios
algumas modificagdes pois estamos considerando ¢ < 1. Os detalhes desta prova estao em DeVore-
Sharpley [1]. B

Na préxima secdo utilizaremos somente a func¢io Fg,q e suas propriedades.

3.3 Aplicagces
3.3.1 Operador Maximal de A. P. Calderén

Fixamos dois parametros @ > 0 e ¢ > 0. Para toda fungéo f € L] (), onde © = R* ou um cubo
de R™, definimos a fun¢do mazimeal de Calderdn

1/q '
R A (3:30)

Q2Q 3=z
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se existe um polindmio 7z(y) = ¥y <(0) & (¥ — £)” de grau menor que o (isto &, 7z € Pyy)) tal que
( 3.30 ) é finito; caso contrario, N2 f(z) := co*®

Observamos que o polinémio 7, que est4 subentendido em ( 3.31 ) independe do cubo () mas o
polinémio P¢ of em (3.7 ) varia com .

Comparando (3.2 )e(3.30 ) segue

P! (z) < Nef(2). (3.31)

Na definigdo ( 3.30 ) a fungéio N¢ f(z) depende de um polindmio m; € Fay. Por outro lado, a
fungédo F*’ ,(z) também depende de um polinémio ’P’c’g fe P(o,) dependendo de f. Queremos mostrar

a equlvalencm entre V) e F! 5 Via derivadas de Peano, isto e, a desigualdade reversa de ( 3.31 ) serd
dada no Teorema 3. 10 adiante. A derivada de Peano sera apresentada na proxima subsegao.
Mostraremos que N f(z) estd bem definido.

Lema 3.7 . Seja 0 < g <oo. Se ezxiste um polindmio 7, de grdu menor que « com

1 1 Ve
sup ——r—— —-——f|f——7r ‘7) < 00
as03z @]/ (lQi Q o
entGo 7y € Unico.

Demonstracio . Sejam m; e m; dois polinémios em z de P,) com

1 (1 M
Csup ——r ..,._.] f._n»,—r"?) m:¢; < 00 paraj=1,2.
a>@a= |Q/" (|QT Q| i ’

Fixados z e um cubo @ com z € @, temos que o polindmio 7(y) = 71 (y) — T2(¥) = Dpu<(e) (Y —
z)” com coeficientes ¢, dependendo dos coeficientes de m1(y) e 72(y) satisfaz a seguinte desigualdade
visto na se¢do 1.1: |7 {y)|? < 29(|mi(y)|? + |m2(y)|7) para todo y € @ e 0 < ¢ < co. Integrando esta
desigualdade sobre Q e a seguir dividindo pelo volume de @ seguem

T}Q—IV/C;I?TP S 29 (lQ'f |7|'1|q |Q|_/ |7r2|‘1) <‘)9(Cl + ¢ )|Ql Zq <9q2(C]_ +62) |Q|“

para todo cubo Q com z € @ C © . (A dltima desigualdade provém do fato de ¢; e c; serem
5 Cy + ¢ )
Extraindo a raiz ¢g-ésima da desigualdade acima segue

(IQI f lﬂiq) 5 (e + )| Q"

O item 1) da Proposicdo 1.9 com k = (@) e constante ¢ juntamente com a desigualdade acima

fornecem g
1
lelin « (___ﬂ__v/ q) < afn
C, < ¢ T <c¢
> lellQl a1 Jo ™ 1Ql

l|<(e)

para todo cubo @ com z € ¢ C {1 e onde a constante ¢ vale 21+}6c0(c1 + e2) -

48A. P. Calderén [2] definiu ( 3.30 ) em termos de supremos sobre bolas para ¢ > 1 em 1972. Mais tarde, Calderdn
e R. Scott incluiram o caso ¢ = 1 em 1978. Originalmente, o operador de Calderén foi introduzido para estudar
integrais singulares, diferenciabilidade e imersSes em espagos de Sobolev.
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Reescrevendo a desigualdade acima temos

T e lQl <e.

|| <(a)

O lado direito desta desigualdade independe do cubo @ ; assim, fazendo |@)| tender a zero obtemos

. . v|—a
¢, = 0 para cada v pois o termo |v| ~a é < 0e Q| 7 — oo.
Donde, 7 =0, isto é, 7y = 7. l@

No final da préxima subsegio apresentaremos explicitamente o polinémio 7.

3.3.2 Derivadas de Peano

Definiremos a v-ésina derivada de Peano de uma fung¢ao em um ponto.

A fim de reduzir a quantidade de notagio, somente nesta e na préxima subsegio, empregaremos
a notacio fo com significado diferente aos que foram dadas ( 1.9 ) e ( 2.10 ).

Sejam ¢ > 0 e ) um conjunto aberto contido em £ com zp € O tal que f estd em Lj, (O).
Suponhamos, também, a existéncia de uma seqiiéncia de polinémios {7g : z¢ € @ C O}, de grau
< k., indexados sobre urma familia de cubos @ com zo € @ C O satisfazendo

(7 15 = melr) < 00QP),

(onde O é o simbolo de Landau e A = O(B) significa que A é dominado por B) isto ’e, existe uma
constante finita ¢ onde

1 1 / ! A
e | e || f — q) <c< oo para todo polindémio mg . 3.32
o (g 17—l para todo p o (3.32)

Nestas condi¢des dizemos que {mg : 7o € @ C O} é uma familia de polinémios admissiveis para
femzo.

Vejamos dois exemplos de familia de polindmios admissivels quando O for igual a um cubo @
fixo:

i) {Po-f : 20 € Q* C O} onde f € L] (), grau de Pouf < e zp € @* C O para @ cubo fixo.

De fato, é suficiente verificar ( 3.32 ). Fixamos o cubo . Suponhamos F} (zo) finito para
algum 2o de @ . Pela definigio { 3.2 ), para todo cubo Q* com zp € @* C () vale

1 1 !
W (m -/Q' [f - p@-fF) < Fﬁ‘q(mo) < 0. (3.33)

Esta relagio mostra que a familia {Pg.f : 0 € Q* C O} satisfaz ( 3.32 ).

Outro exemplo é {’Pé. f : 20 € QF C O}, nas mesmas condigdes acima; a demonstragio é
analoga.-

A v-ésima derivada de Peano no ponto zq é o limite { 3.34 ) abaixo, denotada por D, f(zo).

Seja {mg : zo € Q C O} é uma familia de polinémios admissiveis para f em zo. Se [v] <k, 0
limite

Qlii{xf_o} D'rg(zo) =: D, f(zo) (3.34)

existe e € finito.

Antes de mostrar a existéncia e finitude de { 3.34 ) verificaremos a boa defini¢io da derivada de
Peano, isto é, D, f(zo) n&o depende da escolha da vizinhanga aberta O, nem da familia de polinémios
7o € nem do parametro ¢q.
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De fato, o limite em ( 3.34 ) reflete um comportamento Jocal de D¥7q (o) préximo de zo . Assim,
podemos supor que os cubos Q | {zo} também satisfacam Q| < 1.

Sejam as familias de polindmios admissiveis {mg : o € @ C O} para os pardmetros fixos O, q
eke{rg : zo € Q C O} para os pardmetros fixos ®,§ e k. Escolhemos Op := ONO, cubos Q
contidos em Qg , go := min {q, §} e ko := min{k,k}.

Pela Proposicio 1.7 item i) com constante co, a desigualdade (u + v)” < 27(u" + v") onde
u,v er sio todos > 0 (dada na segio 1.1), a desigualdade de Holder para expoentes conjugados
convenientes (andlogos aos utilizados para obter { 1.11 ), ( 3.9 ) e ( 3.32 ) com constantes ¢; € ¢;
vem: (A pentdltima desigualdade abaixo provém do fato de |@] < 1 e a seguir utilizamos o fato de ¢;
e ¢z serem < ¢; + ¢2.)

e = Follfuigy < B [, Ire = ol

g0 70 __1__ —_ 0 _1__ - 0
s % (|@1fa'f o+ 17 o f “Q'q)
o 1 . 20/ 1 . q0/d
< zco{(@fcgu-m) + (17 f 17 = el }
go kag 30 5‘351
< (a) (cl Q% + < 1Q1F)

< (o) + QI

< (200)72(cr + c2) | QK

Extraindo a raiz go-ésima da relagdo acima temos

. k 1
“‘H'Q -_ TFQ”Loo(Q} 5 C3|Q|7'?. onde C3 = 21+‘?°Co(61 + Cz) .

Para jv| < ko e 20 € @ (com |Q| < 1), a desigualdade de Markov (Proposi¢io 1.6) com
constante ¢, e a desigualdade acima produzem

|D*(mq — 7g)(zo)l £ ||D¥(mg — g )llL=(q)

< QI MP|Img — Fgllze(e)

&, —lv

< esed Q1R
Utilizando a condigéo kg — |v| # 0 e fazendo @ | {zo} (isto &, {@] | 0) na relagdo acima segue

lim_ D* = lim_ D"
oy Do) = Jlim, Da(w0)-

Conclui-se assim a verificacio da boa defini¢ao da derivada de Peano.

A existéncia e a finitude de ( 3.34 ) serdo discutidas a seguir.

Quando x4 € @* C Q@ C O (com |@Q| < 1) e incluindo a condi¢do extra: lado de @ < 2 lado de
Q*, isto é, |Q] < 2*|Q| temos, pela desigualdade de Markov (Proposigéo 1.6) com constante ¢g e



a Proposigao 1.7 item i:) com constante ¢; o seguinte

|D* (g — mg=)llz=@y < cl@7"||7g — mollz=(@v)

1 1/9
< coa Q77T (|Q*[/Q- |7TQ“7"Q*|q) -

Elevando & poténcia q a desigualdade acima e utilizando a relagio (v + v)¢ < 29(u? + v?) vélida
para todo u e v > 0 € 0 < g < oo (visto na segdo 1.1) e |v| < k, temos
)
1

w0 _ 1 _
(el 552 (13 [ 17 = mal+ 7 [, 19 =

1
Q]

1 D" (7@ — 7@ )llfeq) = (coe)?[ Q7= ( fq, g — f + f — mg-

VAN

IA

. almi—tdg [ 27 o 1 o
el 5 (2 [ 1 =l + i [ 1 o)

v

(20001Q" |59 (2°1Q157 + 1Q71)

IA

v =Eoan E k
(2c0:)72M9|Q |~ F9(275| Q|77 + ¢§|Q|=7)

A

Rl
< (2c0c1)T2H(2 + )| Qs

Extraindo a raiz ¢-ésima da relagao acima

42 s Fr3 E:"lg"{
[D*(rq — mo)llz=() < 2 eocica(27 + 1)IQI ™ .

No caso geral, para todo cubo @~ tal que zp € Q* C @ C O (e |@] < 1) usamos o mesmo
argumento telescépico dado na demonstragiio do Lema 2.7 para obter

v k=il
|1 D" (rq — mge)l|zoqo) < c|@7

onde a constante ¢ depende de n e k. E neste caso geral que usamos fortemente a hipétese |v| < &
ao obter uma progressdogeométrica analoga ao do Lema 2.7 .
Fazendo Q | {zo} na desigualdade acima verificamos que {D*ng : x¢ € @ C O} é uma seqiiéncia
de Cauchy em L*®(Q) e L*°(Q) é completo. Isto mostra que ( 3.34 ) existe.
Em particular, para |v| < a e {Po-f : 20 € @* C O} temos, por ( 3.33 ) e ( 3.34 ), queo
limite
Jlim D"Po-f(a) = D, f(m)

existe e é finito. Mesmo resultado vale para a famflia {Pg.f : zo € @ C O}. Com isso provamos 2

Proposicio 3.8 . A ezisténcia da derivada de Peano D, f(zg) estd relacionada com a finitude de
3 f(ao) ou FL,f(a0).

Demonstracac. B
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Mostraremos uma versio do Lema 2.7 para Ff e F. . Veremos o caso F} . Para F, 2. Segue
de maneira ansloga. Usaremos o argumento telescépico da demonstragio do Lema 2.7.

De fato, sejam Q* C @ dois cubos quaisquer e || < a. Escolhemos uma seqiiéncia finita de
cubos encaixantes Q* == Q1 C Q2 C -+ C @m C Qmy1 =: @ cujo lado de Qiy1 = 2 lado de @
para 1 < i< m—1 e lado de Q4 < 2 lado de @, isto é |Qis1| =2"|Qijparal <i<m—~1le
iQm+1| < QniQm| .

A mesma seqiiéncia de desigualdades para obter o Lema 2.7 com uma tnica modificagdo no
argumento: Pg substituindo Pp , fornece

a—|e]

1D (Pof — Poxflllzs(on L cl@™

it Fi(w) < clQ™" Fly(a0).
Portanto, da desigualdade acima, seguem
|D*(Pof)(xo) = D*(Po+f)(za)l < |1D*(Paf) — D*(Pa-f)llL=(e9
= [[D*(Pef) — Parfllz=@~
< QI (x0).-

Esta desigualdade juntamente com a Proposigdo 3.8 permite obter o

Lema3.9. Sejama>0eq>0. Para|v| <aef € L] (Q) aderivada de Peano D, f(zo) eziste
em cada ponto onde F£1q($0) € finito. Além disso, nesse ponto xq vale

|D* (P f)(z0) — Dy f(0)] < cFY (20)|QI5F" .

Se F¢ (xo) € finito, entdo

|D¥ (P4 ) (@) — Duf(o)] < cF?(20)|QI

Demonstracao. &
A seguir apresentamos a equivaléncia entre o operador maximal de Calderén e a fungdo maximal
b
F; ..
3.3.3. Equivaléncia entre F) ; €Ny

Teorema 3.10 . Sejam a >0, ¢>0e f € L] (). Eziste uma constante ¢ > 0 ial que
b b
F; (2} S NJ(z) L cF, (z) paratodoz €f).

Demonstragio. A primeira desigualdade do teorema é ( 3.31 ).

Fixemos um cubo @ de lado |Q[*/™ com z € Q. Para a segunda desigualdade do teorema podemos
supor F5 (z) finito. Caso contrério tem-se uma estimativa trivial. No caso de F?, (z) ser finito, pelo
Lema 3.9, as derivadas de Peano D,f(z) existem para todo multi-indice v satisfazendo |v| < a.
Assim, em P,y , construimos formalmente o polinémio em y dado por

m) = ¥ D.fe) 8= (3.35)

]Vl(&
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Pelo Lema 3.9 com constante ¢g, { 3.35 ), a relagéo
Phsie)= ¥ D*Phse) =

|
< v

e observando que |y — z| < didmetro de Q = n'/?|Q|*/" para todo =,y € Q , seguem

1 ,Pb q Ve < pb
@L'Wz* Qfl =~ ||7r:z:"— Qf”Lm(Q)

e e

|ri<er

< T DA - DRy |2

v <e

" n|»|/2

< c:oZ 2)|QI= Q!

< Cchi,q(x)lQ'%

1
onde ¢ = ¢gn®/? 2 -
<o *

A desigualdade acima sera utilizado na seguinte estimativa
— |7 < 2'?{/ — P q—l—j 7z — PL q}
JAE 1F = Pofle + [ Im = Phf
< 2 {FL (2 |QI + dF%, (2)1Q1%}
= 21+ )F; ,(=)1QI.

Extraindo a raiz g-ésima da relacio acima, dividindo por [Q|*/™ e a seguir tomando o supremo
sobre todos os cubos @ tais que & D @ 3 z segue

Nef(z) = su (J[ 71';,,‘?) <21 +c¢ lqub 00 .
qf( ) Q:)ng |Q|a/n |f | ( 1) ( )
Donde segue a segunda desigualdade do teorema com a constante valendo ¢ := 2(1 +¢f)¥/7. @

J4 vimos em ( 3.3 ) que F?, 1 € equivalente a f2 . Assim, relendo o Teorema 3.10 verificamos a
existéncia de uma constante ¢ > 0 cumprindo

fi(z) < Ng(z) € efi(z) para toda fungiio f € L () e a > 0. (3.36)

Incidentalmente, quando F, (x) é finito, um argumento utilizado na demonstragio do Teorema
3.10 serve para caracterizar o polinémio 7, dado no Lema 3.7.
De fato, nas condigdes do Teorema 3.10, se F, (z) for finito entdo Ng f(x) também é finito.

Portanto o polindmio dado por > D, f (a:)(i:f-)-—- satisfaz as condigbes do Lema 3.7. A unicidade
Jvl<a

vl
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no Lema 3.7 garante a igualdade em

= ¥ o=

|v|<ex

3.3.4 Mais um Resultado Tipo Diferenciacao de Lebesgue

Apresentamos um resultado analogo ao teorema de diferenciagao de Lebesque para 0 < g < 1.
Consideremos a fun¢do mazimal tipe Hardy-Littlewood definida por

Mof(z) = Jup ()|
=E€A(f)

onde o supremo é tomado sobre todos os cubos @ onde z € @ C 2 e também sobre o conjunto A(f)
dos methores aproximantes de f e m é um polinémio de grau < [¢] .
Sejam 0 < g < 1e f e L (f1). Mostraremos que

Mo f(z) < eM,f(z) para todo z em Q; (3.37)

onde M, f := [M(|f]9)]*/? e M representa o operador maximal de Hardy-Littlewood e a constante ¢
dependendo somente de g, e n.
De fato, se = € A(f) entdo

fQ |f—n* < fQ |f — %|° para todo polinémio # de Fy-

Em particular, para o polinémio nulo # = 0 € P (pois o grau do polindmio nulo é —co por

convengao) vale
[if=ars [1f0.
Q Q

A desigualdade acima e (u + v)" < 27(u" + v") vélido para todo u,v e r > 0 provado na segao

1.1, implicam
fmese ([ 1=+ [15r) <2 [ 10

A desigualdade de Gagliardo (isto €, a Proposigéo 1.7 com constante ¢ ) e a desigualdade acima
fornecem

i/q ) 1/g
m(@)] < llzmce) SCO(T%T / [wmq) < e (Té—l- / |f) para todo @ € Q.

Nesta desigualdade tomamos o supremo sobre todo 7 de A(f) a seguir tomamos o supremo sobre

todo cubo @ com x € Q C Q; donde segue ( 3.37 ) com constante ¢ := = 23 .
A desigualdade ( 3.37) mostra que Mg é tipo fraco (q,q), iste é, Mg leva L() limitadamente
no espago de Lorentz L2(Q2). Este fato permite provar o

Teorema 3.11 . Sejam 0<g<1l e fe L] (). Entio

1 .
Qi?l}pr( z) = f(z) para quase todo z € £}

Mas antes mostraremos o
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Lema3.12. Seam0<g<1lefel](Q). Entio

l/g
Ql.ll,l{'ng} (T%TL If(y) — f(=)]? dy) =0 gquase sempre em ).

Demonstragio do Lema 3.12. O limite do lema é um resultado local; podemos assumir f € L?()
em vez de f € L} (Q) pois basta zerar f fora do compacto.
Definimos o operador auxiliar ‘

_ 1 . /g
A1) = timsup (@ | 156) ~ $6e) dy) . (338)

O lema segue se mostrarmos que Af = 0 quase sempre.

Afirmamos que
|fl < M,f quase sempre. (3.39)

De fato,
(M, f(z))® = ETI/;? |f(y)|?dy para todo cubo @ contendo z.

Como f? € L*(Q), aplicamos o teorema de Lebesgue cléssico (isto é, o Teorema 1.21) fazendo
@ . {0}. Assim, o lado direito da desigualdade acima é f(z)? quase sempre; o esquerdo, independe
do cubo @ . Extraindo a raiz ¢-ésima segue a a afirmagio ( 3.39 ).

Por ( 3.39 ) e a desigualdade (u + v)” < 2"(w" + v7) valido para todo u,v e r > 0 provada na
se¢do 1.1, implicam, para quase todo z € {2,

=1 L — f(2)]? 29 lim su ,,,};_ g —1— z)?
4@ =timsap = [ [0) = f@)dy < 2lims p(1Q|lef(y)l v+ o [ 1) dy)

Q4{=} Q{=}

< 2lmsup ([M,f(z)]* + |f(z)|%)
Qi{z}

< 22limsup[M, f(z)]? + [M,f(z))*
Qi{z}

= 2 M)
Donde, extraindo a raiz g-ésima, segue
Af(z) £ 21+%qu($) para quase todo z € 2.
Sugerimos comparar a desigualdade acima com ( 3.37 ).

Portanto, A é um operador tipo fraco (g,q) pois M, é um operador tipo fraco (g,q). Ou seja,
conforme a subsubsegdo 1.6.2.1, para todo A > 0, vale '

[z e Af() > 2} < (Sl

Consideremos agora uma fun¢do continua ¢ e a desigualdade (u + v)” < 27(uw” 4+ v") vélida para
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todo u,v e r > 0 ¢ 0o Teorema 1.27 para obter

[A(f — g)@) = l‘cﬁfﬁpwi | 1£(w) = o(u) = (=)~ g(=)]l dy
: z”ié‘ifiiph@lf 76) 'qd"”wl/ lo(v) = 9(2) '”“’)
< [“Q“ié‘ﬁp o ) = 5@l by + Bmep 5 [ L) - (el dy)
= [2Af(2)]" +0.

Donde, extraindo a raiz ¢-ésima, segue
A(f —g) £2Af quase sempre.

Na desigualdade acima, trocando —g por g e a seguir trocando f por f—g,segue Af < 2A(f—g).
Donde, para todo A > 0, segue

' A
{z€Q: Af(z)> A} C{xeQ: 2A(f—g)(m)>)\}m{3:€ﬂ : A(f—g)(:c)>§} .
Conforme Adams [1], o espago das fungdes continuas é denso em L7(Q2) ; portanto, dados € > 0 e

X > 0, existe uma fungio continua g tal que ||f — gllze@) < €3 -
Assim,

[{zeQ: Af(z) > A} <

fecasar-ae> 5] < (5515 diom) < (e

Sendo € > 0 arbitrario, conclui-se Af = 0 quase sempre.
Sugerimos comparar esta demonstragio com a demonstragio do Teorema 1.27. B

Demonstracae do Teorema 3.11 . Fixemos z4 onde vale o limite do Lema 3.12.
Pela Proposicao 1.7 com constante ¢ e observando que Po f(y)— f(zo) € um melhor aproximante

de f(y) — f(zo), segue

1/q
Poi(e) ~ £l < IPas — fealimie < o (5 . Pas) = Flaolv )

l/q
= (‘Q|] | f(y) — f(zo) qd@l) .

Fazendo @ | {zo} na desigualdade acima e usando o Lema 3.12, segue o teorema. Ml
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Capitulo 4

Espagos Regulares , Cj e Cy

Neste capitulo relacionamos C(£2) e C3(£2)} , apresentados no Capitulo 2, com os espagos de Sobolev,
Besov e Lipschitz; onde o > 0,1 < p< oo e ) = R* ou wm cubo de R".

Sek € Nel< p < oo entio vale a igualdade C5H{Q2) = W*?(Q)), com normas equivalentes,
devido a Calderén. Se p = 1 entdo CX(Q) C W*(Q). Em DeVore-Sharpley [1] mostra-se que esta
inclusdo € estrita.

Para o > 0 fixo valem as igualdades C% () = BZ™(Q) e CZ () = Lip a(f?) com normas
equivalentes. Em particular, se & > 0 ndo é inteiro vimos no Capitulo 2 que CZ(f2) e C;(f2) sdo
iguais; neste caso, tem-se B%(Q) = Lip a(). No préximo capitulo concluiremos que Cg(f2) é
espago de Besov se e somente se p = co.

Para CY(R") existe a inclusdo CJ(R") © CP(R")onde 0 < 8 < ael < p<oo. Ademonstragio
desse resultado ndo vale para 2 = cubo de R* nem para o espago C(().

Finalmente, definimos o espago C2(Q) para 1 <p < 0.

4.1 Espaco de Sobolev

Antes de definir o espago de Sobolev enunciamos o resultado principal desta segao.
Calderén identifica C;;' com o espago de Sobolev W*?(Q) quando k € N e p> 1 no

Teorema 4.1 . ( Calderén ) Sejam k€ N e Q= R* ou um cubo de R*. Valem as afirmagdes:

7) C;,’(Q) = WHP(Q)com normas equivalentes, paral < p < oo

i) CHQ) C WHRYQ).

A demonstracio do teorema acima sera dada apds os dois lemas a seguir.

A inclusdo em i7) é estrita, conforme um exemplo dado em DeVore-Sharpley [1].

Iniciamos esta segdo com algumas defini¢des para entender o conteido do Teorema de Rellich-
Kondrachov e definir o Espago de Sobolev.

Sejam X e Y dois espagos normados com normas ||| x e ||.|ly , respectivamente.
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Um subconjunto A (de X) é dito compacto se toda seqiéncia de pontos em A possui uma sub-
seqiiéncia convergente (em X) para algum elemento de A.

Um subconjunto B (de X) é dito pré-compacto se seu fecho B (em relagio & norma em X) é
compacto.

Um conjunto é limitado em um espago normado se estéd contido em alguma bola de centro na
origem com raio 7 > 0.

Um operador T : X — Y é compacto se o conjunto imagem T'(A) é pré-compacto (em Y') para
todo conjunto A limitado (em X).

O operador identidade I : X — Y é dado por If := f para todo f € X.

Dizemos que X esta imerso em Y (e escrevemos X < Y para denotar essa imersdo) quando: i)
X é subespaco vetorial de Y e i) existir uma constante ¢ tal que || fliy < ¢||f||x para todo f € X.

Em particular, quando X e Y sdo espagos de Banach, a condigio X C Y equivale a X — V';
conforme Bennett-Sharpley [1], Oklander [1] e Adams [1]. Utilizaremos com freqiiéncia esse critério.
Por exemplo, em termos de imersdes vale LP(Q) — LP(Q)-fraco < Li,.(Q) para todo ¢ < p.

Dizemos que X < Y é uma imersdo compacta se o operador I é compacto.*®

O enunciado geral do Teorema de Rellich-Kondrachov em Adams [1] impde condigdes sobre {1 e
p satisfazendo 1 < p < co. Veremos que se £ = Qg = [0, 1]™ (o cubo unitério) o Teorema de Rellich-
Kondrachov ainda vale para p = co. Para isso apresentamos dois casos particulares do Teorema de
Rellich-Kondrachou e uma propriedade das imersdes compactas, a saber:

i) Se 1 < p < o entdo a imersio W*?(Qo) — L?(Qo) é compacta.

1) Se 1 < p < 0o e kp > n entdo a imersdo W*P(Qo) «— L(Qo) é compacta para 1 £ ¢ £ 0.

i43) Se uma das imersdes X < Y e Y < Z é compacta entdo a imersio X — Z ¢ compacta.

O caso geral dos itens 1) e i7) estd provado em Adams [1] . Prova de #ii) : por exemplo, suponhamos
que a imersio Y <+ Z seja compacta. Toda seqiéncia {f» € X : m € N} limitada em X serd
também limitada em Y pois a imersio é continua. Como a imersdo ¥ <+ Z é compacta, por
hipétese, existe uma subseqiiéncia {fm, € X : j € N} convergente em Z . Assim, a imersdo X < Z
é compacta. Isto prova #:i).

Mostraremos que z) ainda vale para p = 0o, ou seja:

i) A imersio W5 (Qo) — L*°(Qo) é compacta.

Prova de iv): tendo Qg volume finito segue a imersio W**°(Qo) < W*P(Qo) para todo 1 < p <
o0 . Escolhemos 1 < py < oo satisfazendo a condigio kp, > n. Utilizando o item #%) com ¢ = 0
seguem

WE(Qo) = W (Qo) = L*=(Qo) - (4.1)

A conclusio do item iv) segue das imersdes acima e da propriedade em i2%).

Sejam © um subconjunto aberto de B* e f uma func¢do definida em . Denominamos ¢ suporte
da fungdo f como sendo o fecho (em ) do conjunto supp f := {x € Q: f(z) 5 0}.

O suporte de f é, portanto, o menor conjunto fechado (relativo a ) onde f é identicamente nulo
fora desse conjunto.

Uma fungdo leste é um elemento de C°(Q) e tendo suporte compacto. O espaco dessas funges
teste serd denotado por C§°(2). Portanto, C3°(f2) é o espago de todas as fungbes infinitamente
diferencidveis sobre R™ , com suporte compacto. O suporte compacto pode variar para cada elemento
de C5°(92) .

Seja C.(Q2) o espaco de todas as fungdes continuas com suporte compacto.

Uma distribui¢do é um funcional linear continuo sobre C§°(£).

Uma medida de Radon é um funcional linear continuo sobre C.().

49F. Rellich estudou imersdes compactas em 1930; V. I. Kondrachov apresentou essas imersdes compactas para
espacos de Sobolev em 1945 . Segundo Adams {1], imersbes compactas sdo importante para mostrar quande o espectro
de operadores diferenciais parciais elipticas lineares (definidas sobre dominios limitados) séo discretos.

70



Sejam f e ¢ duas fungdes localmente integraveis sobre R” satisfazendo

fRn flz)D¢(z)dz = (—1)

Denominamos a funcéo g por derivada fraca ou distribucional de f e serd denotada por g := D¥f.

Por convencio, para |v| = 0 definimos f := D”f.

Sejam 1 < p< oo,k € NellCR". Definimos a seminorma e norma em W P(Q), respectiva-
mente, por

g(z)p(z)dz para todo ¢ € C§°(2). (4.2)

Rn

Ef‘wk»p(sz) = Z ”Dyf”LP(.Q) € “f”Wk-P(Q) = ”f”LP(ﬂ) + |f|W'°vP(!'z) . (4.3)

lv|=k

O espago de Sobolew WH2(Q) é formado pelas funges f em LP(Q) com || fl|wnr(q) finito.®
Por definicio tem-se W*?(Q2) C L?(Q) e || fllze() < || fllwrr(q) - Assim, vale a imerséo

WhP(Q) s [P(Q) .5 (4.4)
A seguir apresentaremos um resultado sobre aproximagcéo de fungdes por polinémios.

Lema 4.2 . Sejam 1 <p<oco ek & N. Ezistem uma constante ¢ > 0 dependendo de 4, n, p e k
e um polinémio 7 € Py_; satisfazendo

f - WHLP(Q) < CIQ]k/n|f|Wk.p(Q) (4.5)

para todo cubo Q de R* e toda fungdo f de W5?(Q).

( 4.5 ) vale se substituirmos |.|yer(g) por seminormas mais gerais; por exemplo temos o Lema
4.5 na préxima segao.

Demonstragio do Lema 4.2 . Inicialmente, faremos uma simplificagio na demonstragio do lema.
i) Se { 4.5 ) vale para o cubo unitério Qo = [0,1]" entdo ( 4.5 ) vale para um cubo @ qualquer.
De fato, seja @ um cubo de lado [ = |Q[*/" e vértice a. Consideremos as mudangas de varidveis

oz) =lz+ade Quem Q ey (z) =" de @ em (o.

a) Se f € WhP(Q) entdo fop € Wi"P (Qo) - Este fato segue utilizando a definigdo da derivada

distribucional D?(f o ¢) em ( 4.2 ) e a mudanca de varidvel ¢ .

Agora, como estamos supondo ( 4.5 ) vélido para Qo e fop € WFP(Qo), existem uma constante

c e um polindmio 7w € P, satisfazendo

Ifoe = 7llrege < el f o elwrrigy (4.6)
Donde, utilizando ¢~ ¢ ( 4.6 ) tem-se

1f =7 0 ¢ oy = QI1f 0 ¢ = 7l aiq) < Q71 0 @lwenige) = @I/ flwera) -

Donde segue a afirmagio ¢). (E o lema ficou provado).

Provaremos ( 4.5 ) para Qo. Suponhamos o contrario: ( 4.5 ) nao vale para Qo -

Neste caso, para todo polinémio m € Pi.; e para toda constante ¢, existe uma fungdo f €
Wk?(Qq) tal que ||f — 7l|zr@s) > €lflwra(q,) - Em particular, se ¢ := m é um inteiro positivo entao

50Yjzorkin [1] acrescenta que é recente utilizar a seminorma [flww.»(q) na teoria dos espagos de Sobolev; mais
precisamente, a partir de 1974 por S. L. Sobolev, S. V. Uspenskii, L. D. Kudrjavcev, T. 8. Pigolkina e outros.

As derivadas distribucionais de ordem intermedidrias |v| = 0,1,2,---,k — 1 podem ser estimadas em termos das
derivadas de ordem zero e & ; isto estd mostrado em Bennett-Sharpley [2].

$10utra inclusio é WH?(Q) C LI(R) com £ = % ~ £ e 1< p < oo; conforme Stein[2)].
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existe fm € WHP(Q,) satisfazendo esta desigualdade estrita. Donde, variando m € N, existe uma
sequiéncia de fungdes {fm € W5P(Qo) : m € N} tal que .

| fn = T l|z2(@o) > ™| fmlwin(g,) Para todo polindmio 7 € Py . (4.7
Tomando, em ( 4.7 ), o {nfimo sobre todos os polindmios 7 € P, segue

380 ifm = wllzr(@e) 2 Ml fmlwrigo) - (4.8)

Denotamos por 7, € Pr_; o melhor aproximante de f,, € L?(Qo), isto é, 7y, satisfaz

1 = mllzz@o) = 3B fm = 7llz20o) -

Definimos g = An(fn — Tm) € WH?(Qo) onde Ay, := 1/ frn — 7|izr(Q0) -
b) Os nimeros A estdio bem definidos pois os denominadores de A, nunca se anulam.
De fato, se || fm, — 7||zr(@s) = 0 para algum mg entéo, por ( 4.7 ), ird produzir o seguinte absurdo:

0 = || fino — 7|l £2(Q0) > M0l fmo lwrr(o) 2 0-

Isto prova b) .
Além de ||gm||zr(ge) = 1, & fungdo g, possui outras duas propriedades:

@) _inf |gn = 7llerge = l9nllir@e) € @) [gmlwns(@y) = Am|fmlwrrio)
Verificaremos i1) e i4i) . Para provar #i) tomamos o infimo sobre todos os ™ € P nas desigual-

dades [|gm llz7(00) < llgm = 7 lLr(@0) + 7| z2(@0) € l9m ~Tllza(e) S llgmllzo@e) + Il 27(qo) € utilizamnos
o fato eigf 7| ze(@e) = O (pois o polindmio nulo é um elemento de P_). O item 712} é
m€F

|Gmlwre@e) = 2. 1D gmllzr@e) = 2 1D Ol fm — Tm))liLe(@o)
|y|=k |u|2k
= 3 | An(D¥ fn — D7) l|Lo@e) = Am D 1D” fnllze(oo)
lvl=k zero lvl=k

= Amifm'Wk»P(Qo)

Pela propriedade i) acima, da definigdo de 7 + m e ( 4.8 ), seguem

1 = |igmllzr(@e) = Amllfm — Tmllzr(@o) = MAm|fmlwrr(qe) = M|gmlwreq,) - (4.9)

A seqiiéncia {gn € WH*?(Qo) : m € N} forma um conjunto limitado em W*?(Qo) pois, por
(4.9),

1
l|gm [l (o) = llgmllzr(@o) + |gmlwrrge) S 1+ ~ <2 paratodom=1,2,---. (4.10)

Pelos comentérios realizados no inicio desta se¢io tem-se que a imersdo em ( 4.4 ) é compacta
para todo 1 < p < oo. Assim, a seqiidncia {gn € W5P(Qo) : m € N} é um conjunto pré-compacto
em L?(Qo), isto é, {gm € W*P(Qo) : m € N} é compacto e

{gm € W*P(Qo) :m € N} C {gm € WE#(Qo) : m € N} C LP(Qo)-
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Portanto a seqiiéncia {gm € W*?(Qo) : m € N} possui uma subseqiiéncia convergente {g,.; €
W*?(Qo) : 5 € N} que converge (na norma de LP(Qo)) para g € L?(Qo), isto &,

Jima llgm, = gllzz@o) = 0- (4.11)

¢) Vale a afirmagio:
inf |lg—7llre@e) =1.

REPgy
De fato, para o polinémio m € P;_; e para a subseqliéncia {gm.; € W*?(Qo) : € N} temos
l\gm; |l zo@0) < lgm; = 9llzr(@0) + l19llze(@0)

9l z7(0) < gm; — 9llzr(@0) + 1Gm; llz2(Q0)

Fazendo j —+ 0o nas relagdes acima, utilizando ( 4.11 ) e i¢) seguem

lgllz2(@0) = Jim figm; = gllz7(go) = Jim 1 =1

lg = 7llze(@o) < 1 lgm; = Tllzo(o)

gm; — 7|l zo(00) < Nlgm; — llzo(@o) + 19 — 7l zr (o)

lg — 7llze@e) £ lgm; — gllzr@e) + |gm; — Tilz2(Q0)

Assim,
o=@y = _jaf (Jimlom, = wloven) = fim (w;%f_l g, = ”“%))

= limlgn, = 7llz@n = llgllzren = 1

Donde segue a afirmacio c).
d) Vale a seguinte afirmagao:

ig[W"'P(Qo) = }H:glo |g’mg‘ lW""P(Qs) =0.
Na verdade, esta afirmacio consiste em verificar
i) Lm |gm;lwie@e) =0 € v) lglwer@o) =0-

O item iv) segue de ( 4.9 ). Pela definigio de |.[yrr(g,) em ( 4.3 ), tem-se || D” g, |[ze(Qo) <
|Gm; lwrr(go) Para todo |v| = k. Donde, por iv), segue

Bim D" gm, l25(05) = 0. (412)

Para verificar o item v) vamos mostrar que D¥g existe e Dg = 0.
De fato,

lim | (gm; —g)¢=0 paratodo ¢ € C§°(R").

J=ro0 J Qg
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(E suficiente utilizar a desigualdade de Hélder e ( 4.11 ) para obter

31—1+To }fQo ’ o= 31_1"}11010 Qo l(gm;‘ ~9)¢l < ;11% ||gmj - g||L”(Q0)H¢||Lq(Qo) =0
onde p~t+¢1=1.)
Assim,
g¢ = lim f gm;® para toda ¢ € C§°(R"). (4.13)
Qo 700 J Q0

Mas D¥¢ € CP(R) para toda ¢ € C$°(R™). Logo, por ( 4.13 ), também vale

[ ap*6=lim [ gn,D'6= ()" fim [ Dong=0=(-D" [ 0¢

Froo Qo

para toda ¢ € CP(R™), onde pa terceira igualdade utilizamos a seguinte relagao:

| [, D0ms ) < Jim [, 1970m,61 < Ji 100, a0 l6lian =

300

obtida utilizando a desigualdade de Holder, ( 412 )ep™ '+ ¢~ =1.

Portanto, existe uma funcio b = 0 € L} (Q) satisfazendo ( 4.2 ). Donde, por definicao,
0=h=D"g.

Logo,

lglw(qo) = l; 10”9l (@0 = 0-
v|l=k

Isto prova v). E, portanto, também prova d) .

Comeo D”g = 0 para todo |v| = k tem-se g € Py, .

Este fato e por ¢) produzem o seguinte absurdo:

0= inf llg=7llzrgn=1-

Isto mostra o teorema. B

Para nio sobrecarregar a notagio do préximo lema, definimos a fungao

Df(z):= Y |D"f(z)| paratodoz € Q. (4.14)

|vi=Ek

Se a = k é um mimero natural entdo f° serd estimado em termos de Df .

De fato, para qualquer fun¢io f de W,2'(Q) e para qualquer cubo @ contido em Q, tem-se
f e Wo{Q). Assim, por ( 4.14 ) e pelo Lema 4.2 com p = 1, existem uma constante ¢; e um
polinémio 7 em Py = P, tal que

Lif=rl<alel’ T ([1p7f) =alol” [ (z ID"fI) = alQf’" [ Df .

W=k Jvl=k

Dividindo esta desigualdade por |Q|++* , tomando o infimo sobre todo 7 € Py € supremo sobre
todos os cubos Q tais que z € @ C £ e utilizando o Lema 2.2 com constante ¢; > 0, obtemos

b _]_'__ c .._.}._ =
efilz) La S 0 j;Df < 1 S fé Dfxe = aM(Dfxe)(z) (4.13)

para todo z € Q e onde M é o operador maximal de Hardy-Littlewood dado por ( 1.32 ).
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( 4.15 ) é a primeira parte do
Lema 4.3 .52 FEgistem constantes ¢3 € cq > 0 tais que, pare cada f € Wiy (Q) satisfazem
1) fiz) < csM(Dfxa)(z) paratodoz € Q.

Por outro lado, para toda fungdo f € LL (Q) com fi € LL.(Q), as derivadas fracas D*f com
lv] = k, ezistern e satisfazem

it) Df(z) < cafi(z)  para quase todo ponto z € Q.

Demonstracdo. O item i) é ( 4.15 ) com constante ¢ 1= ¢1/¢z -

Mostraremos o item #i). Para f € L},.(Q) consideramos qualquer fungdo teste ¢ € C5°(§2) com
supp ¢ := K C Q compacto. Escolhemos uma fungio ¥ € C*°(R") tendo suporte no cubo unitario
Qo=1[0,1]"e [ ¥ =1.

Sejam e > 0 €

V. (z):= eln\ll (}—x> i

€

Portanto, ¥, tem suporte contido no cubo ¢Qo de lado de comprimento ¢ e mesmo centro de Qo-
Se ¢ > 0 é suficientemente pequeno, as funcdes f. := f = ¥, estdo definidas em K .

Para estimar | D f.(z)| com |v| = k e z € K necessitaremos de quatro observagoes:

a) Para toda fungio g € C3°(Q) com suporte compacto e todo polindmio 7 de gran < |v] vale

[orram o @m=

ZEero

b) A fungdo ¥, possui suporte compacto, mais precisamente, possul suporte sobre (). onde Q. é
o cubo centrado na origem com lado de comprimento 2¢

¢) Como D*¥(z) = ¢~*D" ¥ (e~ z)e" para todo & € R™ segue

HDU\PC”LW(Rn) S E—k_n”Dy‘IJ”Lm(Rn) S Cgéﬁk_n onde Co 1= “DVII’”LOO(Rn) .

d) O cubo Q, transladado pelo vetor z € R*, denotado por z+ @, , tem volume |z 4 Q| = |Q| =
(2e)™.

Nas condicBes de a,b, ¢ e d) e utilizando o ( 3.30 ) e ( 3.36 ) com constante ¢; e um polinémio
7, de grau < |v|, seguem

DRG] = DS xR =1+ D W) = | [ F@)D" Wl = )dy

= U Lfy) = ()l D" (= y)dy‘

< D Wl [ 1F() =7 (y)ldy
(4.16)
o 2F 2 o
S F Lo |f(y) = ma(y)ldy = WWJ’;+Q= |f(y) — m=(y)|dy
002k+n 1

T Q¥ QL fHQ( [F(y) — m=(y)ldy

< 2" NEf(2) < o 2807 f2(2) .

520 lema acima pode ser estendido para @ néo inteiro e isto estd feite em DeVore-Sharpley [1].
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Definimos uma fungdo g{z) := li_x% D" f(2) para todo ponto z € K . A funcio g estd bem definida

pois D¥ f, é continua no compacto K para todo ¢ suficientemente pequeno.

Podemos identificar ¢ como sendo a derivada fraca D” f; para isso necessitaremos mostrar que
g € L} () e satisfaz ( 4.2 ).

Primeiramente mostraremos que g € L}, .(2).

De fato, pelo Lema de Fatou e ( 4.16 ) seguem

[ lo@) = [ tim|D* fle)| < limipt [ 1D £2)| < coen2* 1 llzagry < o0

Vejamos agora, um resultado que estd provado em Wheeden-Zygmund [1]: para 1 £ p < o0
tem-se

lim|fe = fllzo(rey = 0. (4.17)
Afirmacdo:

lim [ (D*9)f.= [ (D"9)F.

=0 Jpn

(De fato, pela desigualdade de Holder, ( 4.17 ) e p™ +¢~1 =1, seguem

lim.
=0

[ (D) fe= | <l [ 1D9)(f = )] < 10" SlLzxaey g1 fe = Fliasiamy = 0.)

De ( 4.16 ) e pela relagio acima, seguem

[ o7

Verificaremos a relagio

<tim [ 161" fileorr2* [ l6lf; (4.18)

[ @of|=tm|[ (Do),
1D f(2)| € coer 2+ f2(2)  para quase todo z € K .
De fato, identificando funcdes k € L}, () como sendo medidas de Radon k& := Ly¢ := [g h¢ para
todo ¢ € C.(Q), seguem, por { 4.18 ),

ces2* fi(z) ~ D ()] = cor? [ fro—| [ (D)9
> e 28T /Q fid — cocr 2™ fn filo|

> o2t [9 fi¢— coc 25" j; fié=0

para quase todo z € K e para todo |v| = k.
Donde,

Df(z) = Y. |D"f(z)| < coer 2" (Z 1) fi(z) para quase todo z € .

lvi=% ||t
Isto finaliza o teorema. @

Demonstragio do Teorema 4.1 . Verificaremos as inclusées C5() € W*(Q) e CX(Q) 2 WH#(Q).
Mostraremos a primeira inclusao considerando 1 < p < co. Na segunda inclusdo utilizaremos, de
modo crucial, a hipétese 1 < p < 0.

Primeiro, suponhamos f € C¥(§1); isto é, f e f} sdo elementos de LP() ( C L,.()).

loc
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Para todo |v| = k e quase todo z € 2, por ( 4.14 ) e item i) do Lema 4.3 com constante ¢;,
seguem

1D f(2)| < X D" f(z)| <= Df(z) < cafi(=)-

lul=k

Assim, pela desigualdade acima ¢ ( 4.3 ), temos

[flwesey = 22 10" Flizey < 2 (E 1) | fllze@) = &l Iz

lv|=& lvi=k

onde ¢ 1= ¢ (Z 1) .
lv|=k
Somando || f[| 15 < o0 em cada lado da desigualdade acima, seguem, pelas definigdes das normas

em W5?(Q) e C5(Q)) (dadas em ( 4.3 ) e ( 2.38 ), respectivamente):

| Fllwesi@y = Ul oy + | Flwerigy < max{l, &} flzs@ + [ fill o) = max {1, & flles@ 74“1)9

Suponhamos agora f € W5P(Q) C WH(Q). (Esta inclusdo é verificada utilizando, em ( 4.3 ), a

loc
mesma técnica para mostrar que L?(Q) € L}, .(Q).) Portanto, vale Lema 4.3 item 7) com constante

¢s; onde aplicando a norma L?(Q) e a limitagsio do operador M (em LP(Q) para 1 < p < oo) com
constante ¢4 e recordando a notacio em ( 4.3 ) fica

”f)z”m(:z) < CSHM(DfXQ)”LP(Q) s CSC4HDJCXQ||L:J(Q) < cacy Z 1|D"’f|[L,,(Q) = C4C4|f]W’=vP(Q) .
jv|=k

Somando || f[{ gy < co em cada lado da desigualdade acima segue, por (4.3)e(2.38),
”f“c;(n) < max {110304}1|f||Wk.p(9) < oo, (4.20)

Assim, f € C5(). A equivaléncia das normas provém de ( 4.19 ) e ( 4.20 ).
Observamos que a desigualdade { 4.19 ) vale também parap=1. B

4.2 Espacos de Besov

Antes de definir o espago de Besov apresentamos o resultado principal desta segao.

Teorema 4.4 . Sejam o> 0 e Q= R* ou um cubo de B*, entio
C2(QY) = BL™(Q) com normas equivalentes.

A demonstracao do teorema acima sera dada no final desta secao.
A seguir apresentamos o espaco de Besov. Sejam £ um dominio em R* e r € N. Fixado um
vetor h € R, definimos o conjunto

Qpi={zeQ:z,z+h,--,z2+rh €Q}.
Para f € LP(Q) com 1 < p < oo definimos o r-ésimo médulo de regularidade por
wr(f,1)p 1= sup “A;,f”LP(ﬂ,,h) (4.21)
thigt '
onde A7} sio os operadores diferengas dados na subsegao 2.4.1.
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Para o > 0 e ¢ > 0, definimos r := [a] + 1, a seminorma e a norma, respectivamente, por

o 1/q
('[0 [t““w,.(f,t)p]qiit—t) se g < 00

4

flpg@ =

ﬁ supt™*w,(f,8), se g = 00
>0

(4.22)

| 1 lsge@y = Il o) + flpgacey -

O espago de Besov B24(f) € o conjunto de fungdes em L?(€) cuja norma ||.||pgs(q) € finita. Os
miimeros reais a e ¢ sio chamados de indice de regularidade e indice de regularidade de segunda
ordem , respectivamente. B3¢(Q) é um espago de Banach para todo 1 < p < oo.

Agora uma versio do Lema 4.1 adaptado ao espago de Besov.

Lema4.5. Sejam1<p<co,a>0eq>0. Ezistem uma constante ¢ dependendo de {2, n, p,
q e a e um polindmio ™ € Py, satisfazendo

/- Tr”LP(Q) < C|Q|a/n|ﬂ5;‘?(g) | (4.23)

para todo cubo Q de R™ e toda fungdo f de B (Q)-

Demonstracio. Também faremos uma simplificacio na demonstragio deste teorema. Se ( 4.23 )
vale para o cubo unitirio Qo = [0,1]" entdo ( 4.23 ) vale para cubo @ qualquer. Vejamos. Se
( 4.23 ) vale para Qo consideraremos um cubo @) de lado [ = |QIY/™ e vértice a, uma fungio f
definida em Q e ¢(z) = Iz + a uma transformacéo linear que leva Qo em Q). Nestas condigdes a
funcdo F := f o v possui médulo de regularidade que satisfaz

O (Fyt)p = 72w, (£, 1), - (4.24)

De fato, de ( 2.50 ) e da definigéo de ¢ temos

r r

iF@) = D0 () Ferm =X (8 fopa+in)

i=0 =0

»

= S () fuetim 4o =3 -0 () flela) +ith)

=0 =0

= AL f(e(z))

donde, utilizando a mudanca de varidveis ™!, seguem

1/p 1/p
IALE |lze(esn) = |ALF(z)Pdz | = |AL(f o p)(z)|Pdz
Qg Qz.n

1 1/p 1
o ( j; IA?hf(y)l”dy) = 7180 f lzran -

Assim, tomando o supremo em % onde |2| < ¢ na relagio acima, seguem

o (Fyt)p = sup |85 Fllzs@, ) = 1% sup AT fllzr(@nn) = L77wn(F, ).
IhI<t k<t
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Isto demonstra ( 4.24 ).
Agora estimaremos as seminormas de F e f no espago de Besov utilizando ( 4.22 ).
Se g < o0,

0 dt\"* 0 dt\
a,q = - g — —nf - q
|F|Bp' (Qo) (V/O [t w,.(F,t)p] 7 ) [=n/r (fo [i wr(fv lt)P] : )

v d(it)\ "
= Jon/p (fo (7)™ %wr (, lt)r]q_ (If:)) - Ja—n/pIﬂB;'q(Q) ’

Para g = oo tem-se

[Flage=(agy = 50 t™"we(Fyt)y = 1°7717 sup (1) n(f, £), = 1°7/7| flages(o).
<1 o<t

E o caso geral de ( 4.23 ) segue do caso para (o .

Conforme DeVore-Sharpley {1], utilizando o fato de que a bola unitaria em By? é compacto em
L?(§}), podemos estabelecer ( 4.23 ) para o cubo unitdrio @y do mesmo modo que foi feito para
( 4.5 ) para o cubo unitdrio. conforme DeVore-Sharpley [1]. &

Demonstragio do Teorema 4.4. Verificaremos as inclusdes C%(2) € BL™(Q) e C&(2) 2
Bx>(Q). Seja f € C2(), isto &, f e fi € L™(Q).

Tomando a norma ||.||ze(g) € a seguir o supremo sobre & satisfazendo |2| < ¢ no Teorema 2.8
item @) com k := [a] + 1 > [¢] e constante ¢co seguem

k
wi(fyt)o0 = sup A% fllzes(o) < <o lsf:llftz 1FEC + 22) ]| poo g 1™ < ok + D)1 FEl| oo ™ -
1=0

(A invaridncia da medida de Lebesgue comentada na segao 1.1 foi utilizada na dltima desigualdade
acima.)
Pelas defini¢des das normas ||.|lzz>=(q) ¢ |i-lce (@ juntamente com a desigualdade acima, tem-se

Iflgze@ = Ifllzeo@ + T)llg t%wr (f, )00 < [|f”L°°(.Q) + colk + 1)”fgr||L°°(ﬂ)
(4.25)
< max{l,cok+ D} fllog e <oo-
Assim, f € BL*®(Q) e fica provado a primeira das inclusdes.

Para verificar a outra inclusdo, seja f € BL™(Q). Entdo f € L=(9).
Pelo Lema 4.5, existem um polinémio © € F, € uma constante ¢; tals que

1 S n aln
T@T[e f =7l SUf = 7llzeg) € @al@ I Isge) S @l Flage @)

onde ) é um cubo qualquer de R".

Dividindo a desigualdade acima por |Q|*/" e tomando o infimo sobre 7 € F,) € o supremo sobre
cubos Q tais que & D Q 3 z, pelo Lema 2.2 item 7) com constante ¢; > 0 resulta c;fi(z) <
a1l flpeyee () para todo z € 1. Donde, somando |||z < oo em ambos os lados da desigualdade,
temos

C
1Floa@ = IFlzme + 1FEllm@ < Il + 2| flszem
4.26
C1 ( )
< max{l,‘c;} 1A lpgsq) < oo-

Logo, f € CZ(Q). A equivaléncia das normas segue de ( 4.25 ) e { 4.26 ). @

79



4.3 Espacgos de Lipschitz

Antes de definir o espaco de Lipschitz apresentamos o principal resultado desta se¢ao.

Teorema 4.6 . Se Q € o espaco euclideano R™ ou um cubo em B" e a > 0, entdo

C3(Q) = Lip a(Q) com normas equivalentes.

A demonstracio do teorema acima serd dada no final desta segao.

A seguir definimos o espago Lip (Q). Conforme DeVore-Sharpley [1] e Wallin [1], existem
diversas definicdes para o espago de Lipschitz, Lip () onde a é chamado indice de regularidade.
O préximo resultado mostra a equivaléncia dessas defini¢des quando 2 é R* ou um cubo de R".

Especial atengao sera dada as constantes do

Teorema 4.7 . Sejam Q = B® ou um cubo em B™, a>0 ¢ f € L, (2) .
As quatro afirmagées abaizo sdo equivalentes:

i) existem uma constante Ay > 0 e fungbes {f, : |v| < a} tais que fo:= f e para cada lv| < ae

para quase todo z € {1, .
= Y

2 " + R, (z,y)
ptvi<a

com |R,{(z,y)| < Aily — z|*~! para quase todoy € Q;
ii) existe uma constante A, > 0 tal que para quase todo x € Q, existe um polinémio w, de grau
MENOT que & com

|f(v) — me(y)] < Aslz —y|®  para quase todo x e x + kh € §);
iii) para k o menor inteiro > o, existe uma constante Az > 0 tal que
|Af F(z)| < Aslh|®  para quase todo z € Qp ;

w) fo € L®(Q).

Além disso, A = min{A,, Az, A3} € uma seminorma equivalenie a ||f ||L°°(9)

Demonstragio . Primeiramente mostraremos a implicagio ¢) = #¢) . Afirmamos que tomando v = 0
em %) segue 7). Para verificar isto definimos, formalmente, para quase todo = € £, polindmio de
grau ImMenor que o

u
Z fulz T ) para quase todo y € 2.
Jul<a f

Como estamos considerando v = 0 no item ) e utilizando a relagdo acima, obtemos

fly)= = > fulz )“ ~——— 4+ Ry(z,y) = mz(y) + Ro(z,y) .

|l

Agora utilizamos a outra condi¢do em ) para obter

| (y) — 7=(y)] = |Rolz,y)| £ Aily — z|* para quase todo y € (2.

Isto é exatamente i7) com Ay 1= A;.



Na parte i¢) => #4¢) consideramos z € z + kh € Qp . Se 7(z) é um polinémio em z com grau
< k entdo Afm,(z) = 0 por ( 2.52 ). Para y; := z + jh onde j = 0,---,k, ( 2.51 ) item 2t) e a
propriedade de linearidade do operador Af fornecem

| A% f (=)l

i

AE(S ~ m2)(2)] < 2 goax [F(z + i) = malw + i5)] = 2 gmax 1£(55) ~ ma(s)]

< k Rl < 2kka @
< 2 Az%’-ﬂ%’ibm = As|h|
Assim, chegamos ao item #43) com Ag 1= 2Fk*A,.
Agora serd a vez de #i1) = iv). Se vale #4¢) entdo, por ( 4.21 ),
wr(f,t)es = sup ||Aﬁf||Lp(Qk’h) < sup (As|h|*) £ Ast® para todot >0.
Ihl<t ki<
Donde,
| flpae = supt™wi(f, ) < As.
>0
Com o Lema 4.5, existem uma constante ¢ > 0 e wm polindmio 7 € F,) tals que

L
[&]

Dividindo a desigualdade acima por |Q|*/" e tomando o infimo sobre 7 € P, € © supremo sobre
cubos @ tais que @ D @ 3 z, pelo Lema 2.2 item #:) com constante ¢; , segue ¢ f2(z) € cpAs para
todo z em Q. Portanto, f € L*(Q) e

17 =71 S 1 = gy € lQ1 | flsgme) < odslQI™ para todo Q € R

b ]
||fa||L°°(n) < E:As'

Resta mostrar a implicacio ) = 7). Se vale iv) entio f% é finito quase sempre em Q. Pelo
Lema 3.9, as derivadas de Peano de f, denotada por D, f(z) =: f.(z), existem para quase todo z
em Q. Fixemos z € Q onde exista o limite ( 3.34 ). Seja y €  onde fi(y) é finito e z € Q tal
que D, f(z) = Qli?l} D¥(Pg)(z) onde |v]| = k. Pelo Lema 3.9 as derivadas de Peano coincide com

as derivadas fracas D" f.
Nesta condigdes,

n

D(ENW) = T DB @

[ty <e

Definindo, formalmente,

L= Y @ 4 Ry(ay)
|| < K
segue
Rz = L) - 3 fw(m)“’—;f)— < |D.f(y) ~ D*(Ps )W)

[utu| <o

+ X D) - Dan @

[t | <ex
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para o menor cubo @ tal que @ D Q; 3 z,y. Nesse cubo ¢, tem-se |z —y| > _I‘a_dg%lgwgl, isto é,
101" < 2]z — y|; outra relagdio é a conhecida |z — y| < didmetro de @, = Q1M /m.

Usaremos a desigualdade |+ 2| > [v| — | mu|. Prosseguimos observando a primeira desigualdade
no Lema 3.9 para obter

WO+ T afi(s) ;Ql|—°-‘:i::—+ﬂ|(y——x)“|

|R. (=, y)|
lptr]<ea Ml

IA

aly o=ty [u]/2
I +afyz) T 10255 10y 52

i
utol<a Fe

IA

|eel /2 -

n a—ly]

< max{co,cl Z : }[fi(y)‘ﬁ'fg(m)]lQﬂ "
[ute|<e 7

< mfon ¥ o 1 =

= . €1 T 2Tl Lo (@)= Yy .
|| e :

|ul/2
Assim, vale 7) com A; 1= max {ce,cl > z ’ }21+°‘_|“|[|f;||Lm(Q) .
futv|<er

As afirmacio de que A := min{A;, Ay, A3} é equivalente a || f3]| Loo() Segue das definicGes de
Ay, A; e As obtidas durante esta demonstragio. B

Agora podemos definir o espago de Lipschitz, Lip a(f2).

Adotamos o item i) do Teorema 4.7 como sendo a defini¢do do espago de Lipschitz, Lip (€2}
ou, simplesmente, Lip . A seminorma em Lip o é dada por

| flrip o == Inf {A4; : A; satisfaz ¢ do Teorema 4.7}.

A norma em Lip o serd || fllLip o := || fllze + |fLip o -

Demonstracdo do Teorema 4.6. Mostraremos as inclusbes C%(Q) C Lip o() e C3 () 2
Lip o(Q). Consideraremos os elementos da demonstracio do Teorema 4.7.

Seja f € C% . Pela definigio de C2 tem-se f e f, € L(). Pelo item iv) do Teorema 4.7
implica a definicdo de Lip o, dada por ).

Logo f € Lip «; e utilizando A; := ¢||f}|r«(q) da implicagdo iv) = ) temos

I llzip o = ”f”Lw(n) + 1 flpip o € ||fHLoo(sz) + C“fi“r,m(sz) = max{l,c}”f”cgo <o,

Por outro lado, suponhamos f € Lip a. Isto implica f € L*(f2). A parte ¢) = iv) do Teorema
4.7 diz que f> € L*°(Q). Assim, f € CZ .
Utilizando A, := ¢|| 3|z~ (@) segue

Flleg, = 1oy + 12l oy = 1oy + 22

Tomando o infimo dos A; satisfazendo ¢) do Teorema 4.7, segue

C||f“cg:<> = C“f”Loo(n) + A < c|[f||L°°(Q) + |fIL£p « S max{c, 1}l|f”Lip a
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Donde
mah{c, 1}

”f“cgo - ”f”sz o " =

Seja © todo o R™ ou um cubo de R*. Quando a > 0 ndo ¢ inteiro tem-se CZ(Q) = C& (D).
Portanto, pelos Teoremas 4.4 e 4.6, temos BL>()) = Lip o).

4.4 A Imersao C2(02) — C5(9)

Nas se¢bes anteriores acabamos de relacionar C5 e C com os espagos de Sobolev, Besov e Lipschitz.
No Coroldrio 2.6 ja vimos que vale a imersdo CJ — C7'.

Podemos perguntar se existe alguma relagio entre os préprios espagos Cf e Cp'. Temos duas
respostas: uma afirmativa e outra negativa.

O primeiro resultado relaciona CZ(R") para diferentes valores de o e mantendo p fixo. Mais
precisamente, vale a imersio C3(R") < CH(R*)para0 < 3 < ael <p<oo. A demonstracao
desta imersdo nio vale para ) = cubo de R* nem para C3(2). A generalizagdo da imersdo acima
sera o objetivo do Capitulo 6.

O seguinte resultado é uma conseqiiéncia do operador maximal M de Hardy-Littlewood ser tipo
(p,p) para 1 < p < oo e o operador M,(g) := [M(|g])]*/* ser tipo (1,1). Estes fatos estdo provadas
nas segoes 1.6 ¢ 3.2, respectivamente.

Teorema 4.8 . Seja Q= R*. Para0 <3< a el < p < oo eziste uma constante ¢ independente
de f tal que

”f”Cf(Rn) < e Hf”c;(nn) .

A demonstracio do teorema acima n&o serve para provar a imersio C&(R") < CZ(R™) pois esta
proposi¢io nao podemos utilizar a Proposigao 3.4 pois nao vale para « inteiro.

Demonstragio do Teorema 4.8. Seja f € C/(R*) onde 0 < f < ael <p<oo. Sef=a

nada temos a provar. Se 0 < 8 < «, definimos um parametro auxiliar 8 := g < 1 e utilizaremos a
desigualdade de Hélder com expoentes conjugados 3 € 727 -

Veremos agora o caso p > 1 edepois o caso p=1.

No que segue, a primeira desigualdade provém da Proposigio 2.4 com j := [a] > [5] e constante
co dependendo de 7 e 3 e onde (P;)of é o operador proje¢do de grau j; a dltima desigualdade segue

de ( 2.20 ) e propriedades do supremo. Para todo = de K" tem-se

fiz) < & sup [Q|1+‘§/ |f = (Pi)efl
_ ¢ sup /If Plof” |/ = (Bafl
zﬂDQB:ﬁ QI : IQI(H;%)&
-0 1 g
< & Sup { (6 J[ |f - Qf|) (W_/;If“(-?j)@ﬂ) }

< 02( sup = J{?If—(Pj)in)l“g (@)

20Q3x |Q|

(4.27)
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Para continuar estimando { 4.27 ) precisamos de duas observagdes.
A primeira segue da Proposigio 2.1 item ) com constante ¢y > 0 dependendo de 7,

1 1 1
o L= Bafl < i [ UI+IBefI < o 151+ I(BoSlom

1 :
< (l—i-co)@fqm, para todo cubo Q C (2.

A segunda merece mais detalhes. Dados dois nimeros ndo negativos u eve0 <8 <1, tem-se®®

W l? < u 4+ w.

De fato, se u < v entdio u'~? < v1%; donde, u'~%% < v"%° = v < u 4 v. Caso contrério, se

v < u entdo v® < u?; donde, ur P! < ulUf = u L utv.
Prosseguimos com { 4.27 ) utilizando as duas observagdes acima.

fz) £ al(l+ M@ IAE)] < el +o)Mf(e) + fi)]

< ea(l +co)[Mf(z) + fi()]

para todo z € 2, M é o operador maximal de Hardy-Littlewood.
Agora utilizamos a limitagio de M em LP({}) para p > 1, com constante ¢; , para obter

1 F5lizr@) € (1 + )M fllza@) + 1 fillzei)] < ca(1 4 co)lealifllzeca + | fleg]

Assim,
”f”C’P'B = “f”LP(Q) + Hf,g“Lp(g)

< N lzegy + @21+ co)erll fll ooy + (1 + o)l flog

< max{l -+ clcg(l + Co)a 02(1 + CO)}”f”Cg .

No caso p = 1 nio podemos utilizar a limitagio de M em L'(€2). O argumento para confornar
-1
esse problema é utilizar a Proposicao 3.4 onde ¢ < 1. Para isso, escolhemos ¢ = (1 + %) <

1 e Pof um polindmio em A(f) de melhor aproximagio de f em L (Q), isto é, Pof satisfaz
lf — Poflizeey = ielzlvf | f — 7||zs(g) - Em particular, para o polindémio nulo m = 0 € Py, vale
Tella)

1
57 o1 =Pl < 15 171 (4.28)

Seja § do caso anterior e j = [a] < [8] . Seguindo passos andlogos para obter { 4.27 ), utilizando
a Proposigio 3.6 com constante ¢ , a relagio (u + v)? < 29(u? + v%) valido para u, v e ¢ > 0 visto

53Em Economia, uma fungio f(u,v) = yu'~%+® onde v é uma constante, u, v > 0 e 0 < # < 1 ¢ conhecida como
Fungido de Cobb-Douglas, conforme Varian [1].
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na secdo 1.1, ( 4.28 ) e parte de ( 3.11 ), seguem

1/q
Fige) < aFi(e)<a sup (|Q|1+w JL1f- @er?)

Q2Q3x
e [ Pal Y 1P\
N
1/q
f = Po s\ ( if*%flq)e
< oo (L) (L5
) 1/q71-8 ﬁ ,
< @ _gi‘é%x(|@|f I W‘) } Pl
¢ oo (& L) e
= “ _Qi%g:’: 1Q] Ja L

< alMf(z) + fl(z)]
< alMf(z)+ filz)]
onde M,g := (M(]g|‘f)]1/q e M é a fungdo maximal de Hardy-Littlewood.

Tomando a norma em L*(Q) na relagdo acima e observando que M, é limitado em L*(2) (conforme
fol mostrado em ( 3.12 )) com constante ¢;, temos

1FE e < alliMofiloe + I @) < alell fllziey + 12 llzyey)
< crmax{c, 1} fllce < co.

Assim, F}, € LN9).

Por outro lado, ( 8.3 ) com constante ¢; e Teorema 3.3 com constante ¢, fornecem
-1
csF < Fg; < C4M0(Fg'q) , ondeo:= (1 + g)

Tomando a norma L'({1) na relagio acima e observando que o operador M, é limitado em L*((2)
(conforme foi mostrado em ( 3.12 )) com constante ¢cs seguem

THEE S IIM (Fp )l < —*CsllF,anlLim) < 222 max{ez, 1} flles -

Isto completa o teorema nos casos 1 <p<occep=1. @

4.5 O Espaco Cj(R") com 1 <p < o0

Nesta segdo motivamos a defini¢do do espago C(R"™) para 1 < p < oo através de uma relagio de
equivaléncia dada no seguinte
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Teorema 4.9 .3 Sc 1 < p < oo e f satisfaz I\}f_r}n (MfY(N)=0 onde M € o operador mazimal de
Hardy-Littlewood. Entdo

log 2 wf P
Eg;“;f”f“z,p(m) < £l poiamy S 4™ (;j‘l‘) I F 1l po(mmy -

Para 1 < p < oo definimos CJ := LP(R"*) com norma {|fllcg := || flzr(z~) -
Nos casos extremos p = 1 e oo definimos C? := L'(B*) e C2, := BM0% com normas || f|lco =
| flizram € | fllos, = [Ifllao = If5llz(r) , respectivamente.

Demonstragio do Teorema 4.9. Lembramos que 2 nota¢do no caso k =[] =0 & Pof 1= fo =
w1 Jo f » conforme (1.9 ) e (12.10 ).
A segunda desigualdade do teorema segue aplicando a norma de LP(R") em

filz) = sup TZ;T Llf—fal< _sup 1‘227 L1+ sup 1fol < 2M(z)

RroQox R"oQazx R*DQ5x

e a seguir utilizando a limitagio, em LP(R™), do operador M (dado no Teorema 1.25), ou seja

: slt2n [ P
ey < 200y < 225 (2 Wy
(Observamos que, pela limitagio de M em L*(R") e pelo Teorema 1.25, tem-se || A Leo(Rr) <
2| M fll oo (rmy < 2| fllzoe(rmy -} Mais adiante veremos porque a finitude de p é essencial.
Para obter a primeira desigualdade do teorema definimos um conjunte auxiliar.
Para cada s > 0

E = B, := {z€R": Mf(z)> (M)} {z € R*: fi(z) > (f5)"(2s) }-

Portanto, E é um conjunto aberto pois é a unido de dois conjuntos abertos e |E| < 25 4 2s = 4s,
pela Proposicdo 1.13. Estas sido as hipéteses do lema de Vitali para cubos diddicos (Teorema
1.28); donde, existe uma familia de cubos maximais enumeréveis {Q; : j € N} satisfazendo £ C
U; Qi @sNE°#0ex; Q] <2°EJ.

Decompomos a funcio f como soma das fungdes: g = > ( f— fQJ.) XQ; €

7

hi=f—g f"ZfXQj+ZfQjXQj = f“‘fXUJ.Qj"'Z fa;xa;

T Xyt 3 o

Observamos que, em cada ponto ¢ € R*, tem-se fx (U.Qj)c(x) =0o0u Y fo;x0;(z)=0.
f 3

Estimaremos as normas de ¢ e i dadas acima.
Fixemos o cubo @;. Pela defini¢do ( 2.20 ), T@%f% |f = fo;1 < fl(u) para todo u € @;. Desde
que Q; N E° é ndo vazio, existe, digamos, To; nessa intersegdo. Ou seja, zo; € Q; e zo; € E. Assim,

Téﬂ LoV =fel < Alea) < (7(29)-

54Fste teorema é devido a Fefferman-Stein [1] e estd generalizado em Bennett-Sharpley [1].
$3Sugerimos Carleson [1].
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Esse argumento funciona para obter outro resultado. Vejamos. Por defini¢do temos, Ifo,l <
M f(u) para todo u € Q;. Seja zo; 0 mesmo escolhido acima. Portanto,

|fo,| € Mf(zo;) < (Mf)"(2s).

Um terceiro resultado seria o seguinte. Em ( 1.39 ) obteve-se |f(u)| < Mf(u) para quase
todo v € R*. Logo, |Fxe-(u)| £ M(fxg:)(u) < (Mf)*(2s) para quase todo v € E°. Assim,

[ XEellzoermy S (MF)(25) -
Logo, pelos resultados dos trés dltimos pardgrafos e propriedades da partigdo @,

I9llsmry <32 [, 1F = fal < IQA) (29) < IS Cs) < 2776(2)"(29)-

Hh“Loo(Rn) = max {S‘;P |fQj|7 ”fXE°”L°°(R")} < (MF)(2s).

Pela subaditividade de M tem-se M f(z) = M (g + h)(z) < Mg(z) + Mh(z), para todo z € R™.
Pela Proposicio 1.15 item : tem-se (M f)*(s) = [M(g+ R)]*(s) < (Mg)"(s/2) + (Mh)*(s/2) para
todo s > 0. Pelo Teorema 1.23, Corolario 1.14 e sendo M um operador tipo forte (00, 00)
obtemos, sucessivamente,

(Mfy(s)y < (Mg)(s/2)+ (Mh)*(s/2) < Tllgllmmﬁr (MPR)"(0)

514+2n 21+2n

< lgllz1(mry + | MA] Lo (mry < lgllzrmny + |Rlzeo(rmy
2V b2 pi .

< Tl (29) + (MF)(29).

Fixados dois ndmeros reais quaisquer N > ¢ > 0, integramos a desigualdade acima no intervalo
[¢/2, N] com peso 1/s e a seguir fazemos a mudanga de variaveis s — 2s para obter

fN(Mf)*(s)f'ff < 2 f (A= + ] (M) ( 23)%?'

t/2 s

23n+3-/: (fﬁ d3+f Mf S)m

< 23n+3f (fﬂ d3+./ ]fo 3)%‘2

Subtraindo o nimero finito f/(M f)*(s)% (de fato: sendo ¢ < s temos (M[f)*(s) < (Mf)(t),
donde [N (Mf)*(s)& < (Mf) () N ds — (Mf)*(t)log & < c0) em ambos os lados da relagio acima

e utilizando o fato de (M f)* ser ndo crescente, obtemos

oepyrtegz = o) [ 2 < [ o=

tf2 8 t/2 8

< 2 [TreS+ [T oS
< o [T (R0 + (M5 () 2.
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Fazendo N — oo na desigualdade acima e utilizando a hipdtese (M f)*(N) - 0 segue

S3n+3

o~

In2

oepy < 2 [ fg)*(s)i‘if para todo ¢ > 0.

Calculando a norma em LP(R*) na relagio acima e utilizando a desigualdade de Hardy item 441)
(Proposi¢ao 1.3 ) com p=1eu =r = 0 seguem

st s 57 ([ (o) ]

o rere]” (429

1A

23n+3

= 47| (f5) e -

al

Notamos que a finitude de p é essencial para utilizar a desigualdade de Hardyem ( 4.29 ).
Sendo |f] < Mf quase sempre, utilizamos a equimensurabilidade de M f e (M f)" (conforme
subsecao 1.5.2) ¢ o Corolério 1.14 para obter

| fllzermy € [[M flizerey = [(MF)||o(at) -

Este resultado junto com { 4.29 ) e a equimensurabilidade de fle (fo)~ finalizam o teorema. M
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Capitulo 5

Imersoes no Espaco de Besov

No capitulo anterior relacionamos os espagos C% () e os espagos de Besov BL™ () e verificamos a
igualdade C2(Q}) = B%*(?) com normas equivalentes e a > 0.

Neste capitulo relacionaremos os espagos C(f2) e C5(Q2) com os espagos de Besov ByP(€). O
principal resultadc deste capitulo é o Teorema 5.1 onde descrevemos as imersées By?(R*) —
Co(R*) — By®(R")paral <p<oocea>0.

A otimalidade da imersio Bg*(R*) < Cg(R") serd dada através da construgdo de uma fungio
f pertencente a BZ%(R™) para cada ¢ satisfazendo p < ¢ < oo, tal que f ¢ Cy(R"). (Também
C2({2) ndo pode ser espago de Besov para p finito; mais precisamente, em DeVore-Sharpley [1], é
apresentado uma fun¢do f € C2(R*) mas f ¢ By¥(R*) paraa>0,1<p<ocel <g<oo.)

Conseqiientemente, pelos resultados comentados nos dois pardgrafos acima segue que C3(Q) é
espago de Besov <= p = 0.

Neste capitulo consideramos @ = R*. Argumentos similares funcionam para cubos em E".
Resultados para outros dominios s&o apresentados em DeVore-Sharpley [1].

5.1 As Imersées B;?(R") «— C}(R*) — By ™ (R")
O resultado principal desta segio é

Teorema 5.1 . Sel<p< oo ea>0 entdo BIP(RY) — CX(R*) = BY(R").

A imersdo dado pelo teorema acima é a melhor possivel no espaco de Besov.

Veremos 1sso na forma de um lema apresentado na subsecao 5.1.1 a seguir.

Antes de demonstrar o teorema acima, vejamos algumas definicbes e suas consequéncias.
Para 1 < p < co definimos uma fungéo de z,

WEPP--I

1/p
Bto= gt ([ 1 -7F) 6.
Qel=)
onde Q,(z) é cubo centrado em z com lado de comprimento g; e a sua norma em LP(R") é dada por
Ef‘(fa p)}? = ”Ef‘(f: 2 ')P”LP(R") . (52)
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Por exemplo, calcularemos ( 3.1 ) e ( 5.2 ) para fungdes em W"?(R") e LP(R"}. Vejamos.
Seja g € W™?(R™). Tomando o fufimo sobre 7 € P,..; no Lema 4.2 com constante co e lembrando
da defini¢io dada em ( 4.3 ), tem-se

1/p
E.(g,p,2)p = inf ( fQ ( )Ig - Wl”) < ¢0|Qo(2)™glwre@um = c0p” Y 10" 9llzr(@p(e)) -
olz

m€Pr— Jp|=r
Os dois membos da desigualdade acima depende de z. Pelo Teorema de FPubin?®® seguem

E(g,0)p < cop” Y, D" gllrr@uwpllzecrm)

Ju|z=r

= cop” Z (]nfnlD” (¥)Px0u(a)(¥) dyd$> v

1/p

= cop” . (/ ]Rn 1D §(y)[Fx0.(=) (¥ )dxdy)

|er|=r

i/p (5.3)
= cop” ) (f X (=) y)[ |1D¥g(y pdxdy)
|| =r
, 1/p
= cop™P Y ( ]Rn |D g(y)l”dy)
|v|=r
= ccpr-l-nfp |g|W"'p(R")
< cop P gllwra(rny -
Por outro lado, se f € L?( R*) temos, pela definigdo ( 5.1 ),
1/p ' p
E(f,p,2), = inf / —1;"’) S(f 3’)
Gonoe =gt ([ 1771 [ I
pois o polinémio nulo é um elemento de F_; .
Similarmente ao que foi feito para obter ( 5.3 ) temos
1/p /
E5o) < ([ [ 1FPxa dyda) <l flzoiamy. (5:4)

Considerando a subaditividade do operador E.(.,p),, seguem, por ( 5.3 ) e ( 5.4),

E(f10)p S E(f — 9,0) + E-(9,0)p < max {1, co}p™*{||f = gllzeca~) + ¢ lgllwromm}. (5.3

O resultado principal de Johnen-Scherer [1] é a equivaléncia em

aw(f,p)p < e;,r},{(m{llf gllzr@) + £ ligllwr@} < cawr(f,p)p  para todo p >0

onde as constantes ¢; e ¢; dependem somente de {3, r e p.

56Tvés versdes do Teorema de Fubini podem ser vistos em Fisher-Shilleto [1] .
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Tomando o infimo sobre todo g € W™P(R™) em { 5.5 ) e utilizando o resultado acima, seguem

Er(f,p)p < max{l,co}p™® _inf {||f=gllza+o llgllwremn} < c2max{1, co}p™*w.(f,p)p. (5.6)

gEWTP{R")

( 5.6 ) vale quando p = oo com C (espago das fungbes continuas) no lugar de L*; segundo

DeVore-Sharpley [1].
Agora apresentaremos dois resultados que serdo utilizados na préxima demonstragéo.
¢) Seja ¢ uma fungdo > 0 definida sobre o conjunto dos cubos.

A={Q,(z) : Q,(z) CR*, p>0, z€ R"}.

Entao, para todo ¢ > 0,

¢
[Q:‘{gi K (Qp(m))} =5 Iy (Qu(=))]' -
i1) Seja ¥ uma fungdo > 0 definida sobre o conjunto dos polinémios
B:={r:7€P,keN}.
Entdo, para todo t > 0, )
[izgw(e] = mgeer

As verificagbes dos items i) e i¢) sio as aplicacdes das definicées de supremo e infimo.

Demonstragdo do Teorema 5.1 . Verificaremos a segunda imersao.
Seja f € C2(R"), isto &, tem-se f e fi € L?(R").
Para r := [a] + 1 > [¢] o Teorema 2.8 com constante ¢; fornece,
A% flzo(onm) < colbl®| fillzoa,,)  para todo h € R*.

Portanto, com a notacio ( 4.21 ), segue

we(fyt)p = sup A fllzr(@.n) < cot®l[fillze(e,,) Para todo t > 0.
<

Por ( 4.22 ) com ¢ = o0, temos

| flpe(rny = stggt"”w,(f,t)p < coll fll ey = col fileg(an) -

(5.7)

(5-8)

Somando ||f}|zs(r») < o0 em ambos os lados da desigualdade acima ¢ novamente, por ( 4.22 ),

segue

1 £llBzes(mmy = | Fllzegrm) + | Flg=(rmy < Ifllzoam + col fhlog(rmy < max {1, co}||fllog(rm -

Agora verificaremos a primeira imersdo. Para isso, consideremos a fungio ngq definida no
Capitulo 3. Para simplificar a notagio durante somente esta demonstracéio utilizaremos F := F} .

Utilizaremos a seguinte func¢do mazimal auxiliar

1 1

R3Q,(z) T€Pr1=ta] |@o(z)]2/"

1/p
1
G(z):= su inf —x|? =35 m’"’nEr L) .
TR (|@p(x>| o ') up sz Br(f,0,2);
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Analogamente 3 equivaléncia entre as fungdes maximais M fo(z) e M f(z) dadas no Capitulo 1,
verificaremos a equivaléncia entre F(z) ¢ G(z) .
Primeiramente, pela inclusao

{Qu(z) : Quz)CR", p>0,2eR}C{Q:2€QCR"}

Rn3Q (x) R"0Q3zx
Estamos interessados na desigualdade reversa desta ltima relagdo. Para isso utilizaremos ( 5.7 )
e { 5.8 ) para obter

segue que sup ...< sup ... Donde G(z) £ F(z).

F(z) <3°T3G(z). (5.9)

De fato, fixado um ponto z € RB™ consideremos um cubo @ contendo z . Se p € o comprimento do
lado de Q entfio podemos definir os cubos Q,(z) e Qs,(z). Assim, @ C Qs,(z), [@sp(z)| = 3"p" =
3"|Qo(z)| =3"|Q] e

gn ofn gn 1/p
WGPIE =la] |Q|°‘/" (IQ|/ 1= ) = wel’iﬂfw[a] (m) (m Qso(=) |f_71-]?)
< 3a+%2E,.( £.3p,2), € 3°75G(z).
(30)°>
Tomando o supremo sobre todos os cubos @ contendo z segue ( 5.9 ).
Utilizando o fato de ——p(—a{—’_l_—iiﬁ)m ser ser uma fungao > ( para todo p > 0 e pelo Teorema do Valor

Médio no intervalo [pg, 2p0) para po > 0 qualquer, obtemos

/OO Ei"(f?lol w)jpﬂd > /2'00 Er(f7p’$)gd — Er(f’pljx_._.)gpo
) 2

1 P = 1 - ap+n+l
pap+n+ 0 pa;o+n+ 01

Er(fvplvx)g . 1 Er(f';pOJx)g

(2p0)P 1 PO = Soptnt P

onde pg < p1 < 2pg € po € qualquer > 0.
Por ( 5.9 ) e ( 5.7 ) e tomando o supremo sobre todo po > 0 na desigualdade acima obteremos
o seguinte:

E.(f,p,2); < geptntlyaptn f Lt ) dp

F(z)? < 327 G(z)? = 3%P " sup et S
p> 0 porpin P

o po:p-{—n

Integrando sobre R™ a relacio acima e utilizando ( 4.2 ), ( 5.2 ) e ( 5.6 ) com constante
¢z = comax{l, ¢}, vem

[ Py < zeamfn] Ellpzlde,, 2.60'?-*”]:’ L ]R"E,.(f,p,:c)gdm%

o:p+n P pap+n

oo . P d
= 2.oP+n ) » 9P < 2.6oPtn wr(f, PYp ap
V/(; pcx:ﬂ+n (f ) p 6 cgfo { PO‘ P

= 2.6°7%"c|flgor(am) -



Extraindo a raiz p-ésima da relagdo acima e utilizando a Proposigao 3.2 com constante ¢, €
também ( 3.9 ), seguem

1 fillerey = e llzeean) < call MOFL)lize(am)
< el Fillie(am = call Fllzeary < (2:6°771)/Pcscq| flagm () -
Logo, somando || f||zr(rry < o0, obtemos

flosrmy = Ifllzorm) + 1 £ leomm < [Fllzeeam + (26577 P cacal flgoam)

< max {1, (2.657) Pesea}t| fll spore) -

Isto finaliza o teorema.

5.1.1 Otimalidade da Imersdo BJ?(R*) — Cp(R")

O resultado principal desta subsegio é Bo9(R*) » Cg(R™) para todo ¢ satisfazendo 1 < p < ¢ £ 0.
No caso p = ¢ vale a inclusdo By?(R™) C C3{R*) para 1 < p < 00; este resultado é o Teorema
5.1. '
Mas antes salientamos a inclusdo B2*(R™) C By*™*(R") onde 1 < p < ¢ < oo que esta provado
em Bergh-Lofstron [1] e Bennett-Sharpley [2].

Lema5.2. Sel<p<ooea>0, entdo eriste uma fungio f pertencente a B;’"q(R”) para cada
q satisfazendo p < ¢ < 0o, mas [ € CZ(R") .

Demonstracio . Provaremos este lema somente no caso unidimensional n =1 e 0 <a <1. (Este
caso é utilizado para provar quando n > 1 e & > 0 e estd indicado em DeVore-Sharpley 1j.)
Observamos que o espago C2(R) independe do parémetro q.
Logo, pela inclusdo BX9(R) C B3*°(R), podemos procurar f em B (R) onde g ¢ finito.
1

Da relagdo 1 + 2 —a > 1 — o > 0 podemos definir § := —L > (. Assim, 2° > 1 e fazemos
r 1+ oo

a = % < 1. Consideremos a funcdo chapéu

z se0<z <1
Y(z)=4 2—2 sel <z <2 (5.10)
0 em outros casos.

Escolhemos infinitos intervalos disjuntos I; := [a;, b;] tal que (b; — a;) = h; := a’ . Desde que a
série geométrica 32, h; = 252, ¢/ < oo converge, pois a < 1, podemos escolher um intervalo finito
[0, A] contendo todos os I; com A < 0.

- T — a;
2R | —l
e Y ( h; ) '

Definimos
De fato, consideremos a mudanca de coordenada de I; em [0,2] dada por y := S+ = %bxf_:l—)? . Se
7 J 3

z€Lentio0<y<2e fi(y) = G720 h,U(y) > 05 caso contrario, se # € I; entdo y > 2 ou y <0
e fi{y) = 0. Isto mostra a afirmagao.
Portanto,

Afirmamos que o suporte de f; é [},

10 b —a;\" 1 2 , 2
Vil ry = 572275 [ m( YY) de =R [ y)dy = VR s (510)
ey h_',\ 0 p+]~
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A funcéo procurada é
F=3F. (5.12)
J=1

Veremos que f € LP(R). Os fatores Le ;3_;; sio < 1;a?é < 1e?=a"% e serfo utilizados

em ( 5.12 ) para obter a seguinte cota superior para | f||Zs(r) em termos de uma série geométrica
convergente:

”fHLP(R) < Z ”fJHLP(R) < Z ')JPhTJ+1 Z @ (PH1-p/8) _ Z(aap)j < 0.

F=1 j=1 j=1

Isto mostra f € LP(R).
Veremos que f ¢ Cg. Para isso serdo necessérias mais algumas estimativas. Usamos (5.10),a
notagao em ( 2.11 ) e a mudanga de coordenadas acima, para obter

1

-1/p)s-h2f T()dy = —3-YP3p,. .
f |I | IJ fJ ..4 j 0 (y) Y 2.7 7
Assim,
T—a 1

f|f fI;|“/|fJ fil=3" I/Wh’/ ( J)~§dx'

Fazendo y := “T;}TL: esta dltima integral é igual a h; vezes
2 1 1 1 1

;¥ = glav =[5 )=l ==3

Para z € I;, segue da definigio ( 2.20 ) de f} e das estimativas acima,
ji/poipli—e
B — - 3~ h h — b
foz("'c) RSDI}I;E II]]_.}.Q f |f fIl |I Il+a f |f fIJ| (2h )1+O! 22.*.& *

Elevando & poténcia p e integrando a desigualdade acima sobre R e usando as relagbes
( ,55:2"“‘5 = 2:(1'"715'
hj =al =279

;| = 2h; = 2%

1 1 1 1 P é
—=l4+-—ag = ~——-=l—-a = =-l=p(l—a) e 1——-=§(l—a 5.13
13 " 575 5 R( ) " ( ) (5.13)
Gl Ly = gm<S = <
a as

a1

a == 2“6 — ap(oz—-l) = 2_1"(0‘“1)5 — Qemi-g o pr(a-—l 1 > op
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obtemos

fR [7i@)] de

v

.[UI

i

[Fi@)] do = ) jfj fi@)] de

oo 7 a-l/poipl-a\? o |
J e s (2 y
("”EE‘L) L = Z-:Zb F(1—o)—(2+a)lp 9183

7=1 =1

i ,1723'39*55(1-"&)?-(2+a)p_21—6j = i l_2:‘;0-65(%—1)—(2+a)p_21——5j
=1 ‘? 7=1 j

=<1
21--(2-—-0:)10 Z - =o00.

i=1 .?

Isto mostra que f} ¢ L?(R). Donde f ¢ C3(R)-

Mostraremos a seguir: f € B3/(R).

Para obter a norma de Besov (conforme ( 4.22 ) ) precisamos estimar || A f|ze(r) com 0 < s < a.
Escolhemos m tal que Amyr < s < Am, isto é, a™ < 5 < a™; como 0 < a < 1 seguem

(m+4+1)lna <lns<mlna < 0. Logo, (m+1)|Ine| > |Ins > m|lnal, isto &, m+1 2

Ioel  n.

Ina|

Com00<---<hm+1<3<hm<hm_1<---<h2<h1temosO<fj—_<1eO<1-~f;<lpara

todo 7 =1,2,---,m. Logo,

m

2 IASillze )

i=1

usando a mudanca de coordenadas acima,

2 [ lhte+) - seras]

m 2 P 1/p
= 3 -—1/r<>jh[ q;( +i)~_\1;( ) h-d]
J & Yy Yy Y
=1 ? ‘/0 hJ ?
m 1 i P+‘1 P 1/]9
- —1/poip 1t 3 (s) +2(s) (l— s)
J Ks — | — -_— -_
g I p+1 hJ hj hJ

iz Lt 3 [s) s\’ s\
< gt [ ) ) (0
< 2R R ; B

m 1 1/»
= ~1/poip te { 2 ,..,,?)..,._ +2({1— 5.

;;Ej ! (hj p-i-l hj
< ij—l/??fh%/?s 3 ot 2 WP
B j=1 ! p+1

3 /e m
up+5 . : 1/
- [P+J i

j=1

Mais adiante necessitaremos da seguinte propriedade: a funcdo real g : [1,4o0) — R dada por

g(t) = t747g*>=1) & crescente pois a derivada ¢'(t) é > 0 para ¢t >
como fungao de p, é estritamente decrescente e assume o mdaximo quando p = 1 e neste caso

1

5+ (Observamos que

-
7zln2?
1

pln2

vale aproximadamente 1,44 .)
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De fato, se ¢ > —i= temos 2¢ > e!/*. Donde, por ( 5.13 ), segue aPle-1) > 92 > Mt Logo,
pin2 P g
ple—1)Ilna > 3. Assim,

1 ,
g(t) = t~rgtleh) (—7 +(a—1)ln a) >0.
p
Isto mostra a propriedade acima.
Como estamos supondo 0 < o < 1 seguem as desigualdades a® < 1 e al*™1) > 1; as quais
utilizaremos a seguir em uma progressio geométrica de razdo a. Pela linearidade do operador A,
=23
(conforme subsegéo 2.4.1) aplicado a ( 5.12 ) temos A,f = STAS;-
=1
Os comentérios nos pardgrafos acima, ( 5.10 ), ( 5.12 ) € hmy1 = ¢™*! < s permitem obter

|Osfllzery < -iHAsfjHLP(R)'*‘ i il =s) = fi( Mzem)

f=1 F=m41
™ oo
< YAl +2 30 Ifillerw
F=1 F=m+1
5 ifp m o 1/p
.,p+5) -1/poi 1 1P —1/poj 14+1/p 2
< sy JTHPRRST LD PR N
e m 1/p
2p+5)1 —1/p(o, 1/p\i 2 -1 1+1/p\d
— sS 9241/PY £ 9 P /p(ga+/p3
( p+1 ,gl : (2a) p+1 j:gﬂ )
1jp m-+1 ¥ /r
< (M) § 3 jVraiteD 49 ( 2 ) $ i
p+1 j=1 p+1 j=ml
< 2p+39 g (m+1)(a-1) N-r 49 (2 r & S=1/p pod
< ) sa (m+1) + (})—_ﬁ) j=%:+13 a
2 ks 2 \ P a(m+1)
2p+ 5 N _ _ 2 a
< R P P 1 1/p 2 1 -1/p
< (p-l—l) a™a"a a”t(m 4 1)7VE A+ + (p_-:l) (m+1) e
2p+ 5 1/p
< p+ 1 5% a( + 1)—1/;0 n pA 2 e {(m+1}a 1 ~1/p
< P s T —a \pr1 a (m+1)

1A
P
s |
+1+
i
N’
—
=
3

o

2 D i/p
*(m+ 1)V 4 ( - ) s*(m +1)"Y7

a l—a* \p+1
/e
p+1 o -1/ 2 2 ' 1 -
1 P o 1/p
=  a|lng|7t/P s“linsl T p+1 ° |lna|—1/?°|lnsl
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(2}3-}- 5)”"
9 1/?
ptl = (2[ lna|) depende

para todo 0 < s < a e onde a constante ¢ := max allnal~7 "1 —a* \ p+1

somente de o e p pois ¢ depende de o e p.
Pela relagio acima e a notagio dada em ( 4.21 ) temos,

w(f, 1), = sup | Anfllzrr) < ct®|logt| /P = ct®(- logt)~*? paratodo 0 <t <a.
ki<t

tema
:1 < 0.
=0

Por outro lado, também “Asf“Lp(R) <|Ifl-+ S)HLP(R) + Hf“LP(R) = ‘ZHfHLp(R) ]
Portanto, w(f, 1), = sup<: |Axfllzer) < 21| fllLe(r) - Assim,

o W(f,t)p th 9 e —ag—1 — | a
[ (%) % <ol [ =20

Send00<a<1,-%+1<0e§#lseguem

. 4 . d —log )5+
/0 (%_t_)ﬁ) a < cq/O (_logt)vq/p?t = ol [(_(Ej)___

o 1
t i p-}-l

—aug

< 0.

Isto mostra que

. o (w(f,t),\" dt s (W(f,t)p\dt o (w(f,t)p\ dt . .
lf]B;,q(R)z‘/; (—--—-——ta );o) -t—mjc; (——“—“"w 4o )p) ";"}’L (w———“““ta p) ? ¢é finito.

Logo, || fllzae(my = | Fllzeery + | flBgom < o0 e f € By*(R) quando p<g<co. @
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Capitulo 6

A Imersao CJ(R") — Oqﬁ (R™)

Neste capitulo apresentamos a imersdo CH(R") < Cf(R“) quando 1 £ p £ gL el LB <L
a+n(i— 1) . Um caso particular dessa imersio ja foi obtido no Teorema 4.8.

Com a finalidade de obter essa imersao, apresentamos alguns resultados intermediérios, que por
si 86, valorizam os métodos da Andlise Harmoénica. Esses resultados sao:

i) Teorema 6.1 para 1 < p < 00, (este teorema é uma generalizagdo do caso p = 1 obtido por
DeVore-Sharpley [1])

i1) Teorema 6.2 de Elias M. Stein e

i7¢) Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev.

Utilizaremos o Operador Potencial de Riesz para obter resultados em L'(R®) + L*(R™).%"

6.1 Uma Imersao no Espaco das Fungoes Continuas

Nesta secio, consideramos o espago das funcdes continuas C(f2) e fixamos uma fungéo f € Lj, ()

onde = R"” ou um cubo de R*, apresentaremos uma funcio continua g e uma imersao do espago
{f € LEAQ) = i € Lin/a,1)(Q)} = C(Q)

no espago das fungdes continuas C({)) com norma em C(Q) definida por | f|lc) = sup,eq |F(2)] -
Mais precisamente, provaremos o

Teorema 6.1 . Sejam Q@ um dominio de R" e f! uma fungdo localmente em L(n/c,1)(Q).
Entdo, existe uma fungdo continua g em C(Q) tal que g(z) = f(z) para quase todo z de Q.

Além disso, se fi € L(n/a,1)(Q) e Q € todo o R* ou um cubo de R™, entdo existem um polinémio
7 de grau < [o] e uma constante ¢ dependendo de n e a satisfazendo

lg — 7lle < el fAllzmseya) -

570s espagos L1(R") + L*®(R™) e LY{R")[L*®(R") foram estudados por G. G. Gould em 1959 ¢ por W. A.
Luxemburgo e A. C. Zaanen em 1966; conforme Bennett-Sharpley [2].
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Demonstragdo . Sejam dois cubos R e R* contidos em R" com B* C Re lado de R < 2 lado de

R*,isto é, |R| < 2*|R*|. Neste caso, pelo Lema 2.7 item ¢) com v = 0 e constante ¢; e por (3.19)

seguem
|Pf — Prefllzo(rey < 1| R7/™ Jnf, ) < al R (RY) -

Por outro lado, sendo (f1)* uma funcgio n3o crescente (conforme subsegao 1.5.3), isto &,
(fA)=(s) = (f4)™(t) para todo 0 < s < t, segue

IR"| R, n(29/™ — 1)
By ek oz/n 4 e ™ ;--—ld — R* cfng £lf e B
o @ S 2 (OB [ 37 ds = Zomm R
Logo, juntando os dois dltimos resultados, temos
a2e/” 1R*| ds
- - (=] " < —““'—‘—“:"'"'"'""“"_ u o of/ﬂ_. -].
|Prf — Prefllzee(rny < e 2 1) R_W(fa) (s)s™7 = (6.1)

Em geral, se R ¢ R* sdo dois cubos quaisquer de R" onde R* C R, escolhemos uma sequencm

finita de cubos encaixantes tais que B=RyDRi DO Rpn12DRn:= R cyjolado de R;_; =2
lado de R; para j = 1,2,-- — 1 eolado de Rm 1 €2 lado de R, isto é, |Rj—y| =27 IR_?[ para
i=12--, —1e|Rm |<"”Ele

Portanto, adecomp031gao Paf—Paf = S0y Pr,  f—Pr,f, (6.1) e |Rj1|/2 = 277 |R;] 2 | Bj]
para 7 = 1,2 — 1 produzem

= |Rol ds
Prf — Pgs o (R*) = Pr,_ . f— Prlltory B yex( o) &/ n
|Prf — Prefllze(r) < J_§=1 | Pr,... f — Pr;llz=o(ry) "/IRol/z(f“) (s)s/7 =
a‘)afn }RJ 4 dS
Fook afn
ey }; f TR ORE (6.2)

IRl ds
< fl (Fy=(s)s®/m — (s ell fillLinsaty@) < 00)

R*/2
qafn
onde ¢ := max {1 EEETH"T .
Seja f uma funcéo localmente integravel em L) . Por ( 2.57 ) vem

c}f{n} Pof(z) = f(z) para quase todo z € §.
Além disso, para fi € L(n/a,1)(0}) e ( 6.2 ), o limite Qli%n} Pg f(z) existe para quase todo z em
2. Neste caso podemos definir

g(z) = C}i?l} Pof(z) paratodo z € .

Vejamos duas propriedades de ¢g. Afirmamos que
f(z) = g(z) para quase todo z € ).

De fato, pelos dois resultados acima, segue

|f(z) ~ g(z)| £ |f(z) — Qlﬁlalr} Pof(z)| + |g(2) — lim Pof(z)|=0 para quase todo z € {1.

Qd{=}
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O préximo passo é mostrar a continuidade de g. Para isso, consideremos um cubo qualquer
Ry CQ eu € Ry. Seja Q outro cubo qualquer satisfazendo @ C Ro. Em ( 6.2 ) fazemos B := Qe
R* | {u} para obter

. el . aln ds
|Pof(u) — o(u)] < Jim 1Paf(w) = Paefw)] S e [ (F™(s)s/" . (63)
onde F := fi, n, € 0 indice Ry significa que f! esta definido sobre VRO em vez de .
Estimaremos a diferenca g(z) — g(y) para quaisquer z e y em @ . Por ( 6.3 ) segue

lg(z) — g(w)| < |Paf(z) —g(2)| + |Paf(y) — 9)| + |Paf(z) — Pof(y)]

(6.4)
Q &
< 2 [T 951 2 4 1Pof (o) ~ Pof(u).

Mas F(a) := fi,Ro(x) < fi(z) quando z € Ro; também, F' possui suporte contido em Ro. Mas,
devido a { 1.25 ) segue, F**(s) < (f1)*(s) para todo s > 0. Assim,

SR afn @8 co — w/n 8
W Fll zgnsa1) (B ZJ; F**(s)s*/ = S/O (Fo)(s)s™/ <= Nl L njany(rry < 00

e F estd em L(nfa,1)(B").

Primeiramente escolhemos () suficientemente pequeno.

Fixado Q, fazendo y — z em ( 6.4 ) segue, |g(z) — g(y)| - 0. Isto é, g é continua em z. Sendo
z um ponto qualquer de §) conclui-se que g é continua em todo (1.
Quando Q for igual 2 um cubo qualquer, digamos Ry, tem-se F = ft. A desigualdade ( 6.3 )
fica '

|Rol d |Rol d
Prof(w) = gl S ¢ [ (i (o) = <o [ (2 (5)s*™ = = ell fllntosaarcnn

Substituimos o polinémio 7 := Pg, f de grau < [a] na relagio acima e calculams o supremo sobre
Ry para obter
lg = 7liewr) < el fillzimfan)rs) - (6.5)

Se ) nio for um cubo Ry mas todo o R* também vale ( 6.5 ). Vejamos. Se ! = R* escolhemos
uma seqiiéncia infinita de cubos encaixantes {@; : 5 € N} com @; C Qj41 elado de Q; = 27, isto &,
|Q;| = 2. Para cada dois indices quaisquer, digamos, jo ¢ j1 com jo < ji1, utilizamos ( 6.2 ) para

obter
2an—l

e o ndS - -
| Po;, f— PQjOfIIC(QjO) < c[ (FEy=(s)s / < -0 quando jp e jy — o0.

2Jom

Isto mostra que 7 := l-l_}Iglo Pg, f existe e é um polinémio de grau < [o] quando e lLln/a,1)(R).
i

Fazendo j7; — oo temos

oo ds

70 .

1Pay, f = Tlicto, < ¢ [ (£)(s)s" 7

Por outro lado, a desigualdade ( 6.3 ) com |Q| = |Qj,| = 27" produz

ds

2n
g — Fa,, fllow,) < € j; COMOLE
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Portanto, as duas desigualdades acima resultam em
lg = 7llo@s) S 9= Pas, flle@,y + 1Pas, f = Tllo@s)

ds

< 2 fo (fE)™(s)s*/™ <= 2¢l] fallziasamyam) -

A escolha de jo foi arbitraria e o termo 2¢|| f4]|L(n/a,1)(r") Independe de j. Logo,

lg — lorm < 26l FEllLim/eny @) -

E isto finaliza a demonstracio do Teorema 6.1 B

6.2 Um Resultado de Elias M. Stein

Como aplicagio do Teorema 6.1, com o = 1 € p = 1, no estudo de diferenciabilidade cldssica
de fungdo apresentamos uma demonstragéo alternativa de um resultado devido a Elias M. Stein de
1981.

Teorema 6.2 . ( Elias M. Stein ) Sejam Q um dominio de R . Se V[ existe no sentido fraco
e estd em L(n,1)(§), entdo a fungio f pode ser redefinida em um conjunto de medida zero tal que
a funcdo f seja continua. '

Além disso, para o funcdo f redefinida dessa maneira e para quase todo T em Q, a fungdo Vf
coincide com a derivada cldssica de f, isto €,

|f(z + h) — f(z) — Vf(z).hl = o({h|]) gquando h - 0.

Demonstragio . Se n = 1 entdo o teorema é, simplesmente, o teorema de Legesgue para f! pois
L(1,1)(Q) = L}(Q). Vejamos 0 caso n > 1.
Sejam o gradiente de f e sua norma dados por:

) 41/2
V1(e) = (@ gt 5] e VS0 = [ (2e)] -

i) Quando n > 1 afirmamos que |V f| € L(n,1)({?) implica £ e Lin,1)().

De fato, para isso necessitaremos de trés resultados:

a) O operador maximal M de Hardy-Littlewood é limitado em L(n,1)(2).

5) Em um espago de dimensao finita, todas as normas sdo equivalentes. Em particular, a norma
euclideana ¢ a norma da soma sio equivalentes em R™. Assim, existem constantes ¢ e ¢; dependendo
exclusivamente da dimensao n tal que

n
oy,
=1

S|vf|501i

-]

9
a.'l:,' az, ’

¢) O Lema 4.3 item i) com constante ¢z, e fato de |g| < || implicar M(|g]) < M(|A[), e o item
b) acima, produzem

n

£(@) < M (Z

o Oz

XQ) (z) < coeeM(|Vflxa) paratodoz € R*.
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O item b) é um resultado cldssico de Andlise. Provaremos somente o item a). Vejamos. Utilizando
a Proposicio 1.20 item i), a defini¢do de |.[}(, 1)) dada na subsegao 1.5.4 ¢ o Teorema 1.29
tem-se

r * __n e 1/n * ds
Mo € M e = 727 Jy SO
n21+2n oo . ds
S =1/ s f (&)= = Iz -

Isto prova o item a).
Agora mostraremos a afirmagdo ). Pelos itens a) e ¢} seguem

I £ llzemaye € ol M IV DIz £ coc2lllV fllloinayey < o0

Assim, ff € L{n,1)(Q) e isto prova a afirmagdo 7).

i) Afirmamos agora que f pode ser redefinida em um conjunto de medida nula tornando f
continua.

De fato, isto segue observando que, pelo Coroldrio 2.3 com constante ¢, temos fiz) € cft(z)
para todo x € R™; portanto, fi € L(n,1)() implica f} e L(n,1)(Q); e estamos nas condigdes do
Teorema 6.1, donde segue a afirmacéo ).

A relagio | f(z + h) — f(z) — Vf(z).h| = o(|2]) , quando A — 0, refiete um comportamento local
de f. Assim, consideraremos, sem perda de generalidade, §} como sendo um cubo de R” e f continua
em {}.

O teorema ficard concluido ao mostrar que o operador A dado por

T |f(z + k) = f(z) — RV f(z)]
Af(z) = lle?j;lp Thl

¢ nulo quase sempre.
Para verificar isto, definimos outro operador mazimel T em L(n,1)(0):

lgxellrmn@ n—1
Tg(z) = sup 2QNEEDE® _ g =~ Mgxollmay@ -
2@z “XQ”L(n,l)(Q) Q305 n2|Q|1/n” Q” (n,1}{Q)

Afirmamos que a segunda igualdade na definigdo acima segue ao calcular ||x¢|ir(1) @) -
De fato, pela subsegao 1.5.1, temos

(x0)«(A) = [{z € B™; xo(z) > A} = |1Qlxp0,1)(*) para todo A > 0.

Donde, por ( 1.21 ), segue

(x@)*(s) = inf {A; (x0)«(A) < s} = xpp,1qp(s) para todo s 2 0.
Logo, pela Proposigdo 1.20 item iiz), seguem

)

o0 ds n 0o ds
—_ 1/n " i 1/n ool
lIxellzimy@) n_lj; s (xe) (s) - n_lj; s "X, 1an(s)

n Rl 5, n®
= alds = 1/n
m o [eitds = ——lal

7 n

Isto finaliza a afirmagao.
Como f! € L(n,1)(), o valor T(f) faz sentido. Relacionaremos, pontualmente, Af e T'( );
mais precisamente, Af(z) < ¢T{(f})(z) para quase todo z de e ¢ é uma constante.
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Lembramos que, conforme ( 1.9 ) e ( 2.10 ), quando & = 1 tem-se, por definigio, k = () =0

e Pof = fa =|”¢1§'|fo-
Fixemos um cubo qualquer Q@ C €. Para dois outros cubos quaisquer @1 e @z com Q2 C Q1 C @
e cujo lado de @Q; < 2 lado de @2, isto é, [@;] < 2™|Q:| produzem

1 1 1
|fo, — fa.l = ‘m Q2fQ1—|—Q2—|szf‘S-@:| Qzlfcgl—fi

7 o o = FIS2IQUR)  para todo u € Q1.

Donde, tomando o infimo sobre ; na relagio acima e pelos argumentos utilizados para obter
(6.1 ), seguem

91/n 1Q:1 ds
_ on ifn b 9n 1/ny ghyses < o = b P l/n__“_.
far = foul S ZIQIM™ jzf, A1) < TIQT(1QD € 2 sy fo. WXl (905775

O mesmo argumento telescépico usado para obter ( 6.2 ) mostra que, existe uma copstante ¢
satisfazendo

|Q| e T ds an
|F(u) = Jol £ 2”6/0 [fixal™(s)s" —=2 clfixellrmuye ondeu € Q.

Portanto, dados z e h, podemos escolher um cubo (), contendo z € z+ h, com |@Q] < |2|* (Para
verificar isto basta tomar: lado de @ = o malor comprimento das projecdes do vetor i sobre os eixos
cartesianos) ; este fato, a desigualdade acima e a definigdo de T produzem

n? . =1
Iflz+h)— f()] £ 2fxellrmye = ;chn — QY nlean]If:XQ”L(n,n(Q)

< Pe——lhIT(f)(a)-

Pelo item &) com constante ¢; e tomando £ = 1 no Lema 4.3 item #¢) com constante ¢; tem-se,

"(‘9%‘(3?) < aDf(z) < aefl(z) € aaT(fi)(z) para quase todo = em 2.

T

Vi@ <ad

=1

Logo, comparando as duas desigualdades acima, quase todo = em {) seguem
|flz+h) = f(z) = BV f(z)] < [flz+h)~ Fz)]+ [R[[VS(z)]

n?

< e T () (@)h! + aeT(F)(2) A

n-—1
< max{2"en?/(n — 1) ,6162}T(f;)($)|h!

Assim, para quase todo z em 2,

[f(z+h)— fz) — AV f(z) < max{2"en?/(n — 1), e1}T(f7)(=) -

||
O lado direito da desigualdade acima independe de . Tomando o limsup nesta desigualdade
segue e
Af(z) € max{2"cn?/(n — 1), 1} T(fI)(z) para quase todo z em €. (6.6)
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Verificaremos que o operador sublinear T é tipo fraco-restrito (n,n) para todon 2 1.
De fato, seja F um conjunto qualquer de Q2 e xg a fungdo caracteristica sobre F . Entéo

X L(n,1)}($2
T(xs) = sup Ixexollzen@ _ Ixenollzmae
2303z lIxelomnye  2303:  [Ixelzmu@

wup |EﬂQI”“={Sup 1EﬂQ|]1/n
a>3z @Y7 asg3e 1@

- (S“P T&LXE)I/:[M(XE)(@]U“

RMOQDx

onde M é operador maximal de Hardy-Littlewood (para Q).

Sabemos que M é um operador tipo fraco (1,1). Para n > 1, tipo fraco-restrito implica tipo
fraco; conforme Benedeck-Murphy-Panzone [1] e Stein-Weiss [2] ; logo, T' é tipo fraco (1,1) para todo
n>1.

Portanto, para todo t > 0 tem-se, utilizando a imersdo L{n,1)(Q2) < L(n,n)(R2) = L*(Q) para
n > 1, Proposicio 1.15 item ii), ( 1.28 ) e ( 6.6 ) com constante co ¢ ( 1.19 ), seguem

BAAf)*(#) < suptM(AF) (1) < cosup f”""(’-”ﬂi)”‘(25)=Cca‘o:\uI(:;(Tff{)»e()\)”“A
>

1>0 >0

i/n
IT £ lEne
< ¢osup A (-—J}‘H—L—) = Cocll[f{HL“(ﬂ)
A>0 '
= coc1| Al < coacllfillnme@

Pela relagio acima e o item ¢) da demonstragio da Proposigdo 6.2, seguem, para todo ¢ >0,

(AL)*() < cocreat™ ™| fill Ly < cocrczeat ™ IV £l o) -

Quando ¢ é uma funcgio regular vale A(f — ¢) = A(f); donde, pela relacdo acima,

(AF)*(8) = (A(F — &))*(2) < cocrcat ™| fE | iy < cocrcacst™ || [V(f — )| zmayie) -

Dado € > 0 arbitrdrio, existe uma fungao regular ¢ tal que || |[V(f — &)| |2ty @) < €-
Assim, {Af)*(t) < €. Sendo ¢ > 0 arbitrario, (Af)*(¢) = 0 para todo t > 0 e, pela Proposicao
1.12, tem-se Af = 0 quase sempre. @&

6.3 A Imersao C¢(R") < CH(R")

Nesta segdo, a imersdio de CZ(R") em L?(R™) ou, mais geralmente, em C?(R"), serd dada a partir de

uma desigualdade entre ff} e f1 em termo do Operador Potencial de Riesz (isto é, operador integral
fraciondrio). O caso 8 =0e 0 < a < 1 foi estudado por A. P. Calderén e R. Scott em [1]; a idéia af
utilizada serve para os outros casos, conforme DeVore-Sharpley [1].
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6.3.1 Operador Potencial de Riesz

Para 0 < v < n, definimos o operador potencial de Riesz por

) fw)
NI = TG o

dy .

Para obter propriedades de I,f precisaremos impor condi¢des para a fungdo f; por exemplo, f
ser infinitamente diferencidvel em R® e possuir todas as derivadas limitadas quando multiplicadas
por polinémios; conforme Stein [2]. Sugerimos também Bagby [1] ¢ Stein [5]. Dentre as diversas
propriedades para.l,f que podem ser encontradas em Stein [2] utilizaremos o fato de I,f ser um
operador #ipo (p,¢) para 1 < p < g< oo.

Teorema 6.4 . ( Hardy-Littlewood-Sobolev )® Segjam 0 < v < nel < p < ¢ < ©

satisfazendo ;;— = % — X Entdo existe uma constante ¢ dependendo de p € ¢ satisfazendo

| I fllzay < ell fllzeey  para toda fungdo f € LP(R2).
Demonstragio. Stein [2]. H

No teorema acima, a hipotese p > 1 & essencial pois no caso p = 1, a aplicagdo f — I, f é tipo
fraco (1, q) onde % =1-2,1<¢g<o0el<y<n;conforme Stein [2].

6.3.2 Dois Resultados em Li(R”) + L*®(R"*)

No restante desta secio consideraremos unicamente o caso @ = B" e 1 < p < oo, e eventualmente,
p = 00 ; isto estarad incluido explicitamente nos enunciados.

Conforme a segdo 2.2, o operador § estd definido para fungdes em L} .(R"). Sendo L'(R"™) +
L*(R™) C L} _(R") faz sentido aplicar o operador § as fungdes em L'(R™) + L*(R"™). A seguir
apresentaremos dois resultados em L'(R") + L>(R™).

Fixados um cubo @ e num nidmero real & > 0, seja Py := (Fa))g o operador projecdo de grau
[a] definido no Capitulo 2. Consideraremos também um nimero real 5 satisfazendo 0 < 8 < «;
portanto, [8] < [a] .

Seja f € L*(R™) 4+ L*(R™). Pela segunda desigualdade da Proposigio 2.4 com constante co
segue uma cota superior para fg(x) onde z € K*:

1

1

z) ¢ SUP T f — P, 6.7
Para continuar obtendo cotas superiores em ( 6.7 ) para fé(:c) consideremos qualquer cubo @

onde z €  C Q e um nimero real r tal que 0 < r < n/(a — B). Definimos v := r(a — 8) < n.
Quando z,y € Q vale |z — y| < didmetro do cubo Q = n'/2|Q|*/*. Assim, para todo u € Q,

1 1 1 i
P 101 Jo ¥ = Pofl < m-tor”” (T@‘FT s PQfl) < 1QICnfi(u).

Tomando o infimo sobre @ na relagdo acima segue:

1
o JL1F = Pafl < 1QUP™ inf fi(w). (6.5)

*¥Este teorema, em relacio a0 espago de Lorentz, diz que I, é um operador continuo de L{p,r) em L(g,r) onde
0<y<nel<p<g< oo satisfazendo é = i--— 2 el<r<oo;etambémde Lin/a,1) ema L ; conforme Bagby

[1).
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Mas,
[[1Awra]” 2 00 o ). (69

Assim, por ( 6.8 ) e ( 6.9 ), podemos escrever

a1 7= Pest <123 [ [ ra] " < fueor /in(y)"-g_—lmdy}m.

IQW” @ y[*
(6.10)

A seguir relacionaremos fﬁ com operador [, .
Juntando ( 6.7 ) e ( 6.10 ) temos

Fi(@) < coent™ VO L [fi() Y/ (6.11)

para todo z € R e onde ¢; = [['(232)]Y/7 .
A desigualdade ( 6.11 ) juntamente com a proprledade de I, dada no Teorema 6.4 produzem
o préximo resultado que terd como conseqiéncia a imerséo C "‘(R”) — CP(R*).

Teorema 6.5 . Seja =R, Para0 < f<a<oc,l <pLg<oo,; = %-{-L—l"‘:ﬁ e
f e L}R") + L*(R") vale
I £8lzorm) < cll Fillzeqamy

onde ¢ € uma constante independente de f.

Demonstragio . Vejamos o caso § = a. Esta igualdade implica p = ¢; entdo o teorema vale
bastando tomar ¢ > 1. No caso ﬁ <« prec1samos fixar um nimero real r satisfazendo 0 < r <
min{p,n/(e — )} para obter £ =%+ -’—(9—:@ ~+ X ondey:= =r(a—pB)#0.Donde L =5 —1.

n

Definimos po := £ > 1 ¢ qo 1 > Po - Agora utlhzaremos a hipétese da finitude de q no segumte
argumento: conforme o Teorema 6.4, a limitacio do operador I, é valida para g finito. (go € finito
pois rgp = g < 00.)

Para simplificar a notagio nesta demonstragio poremos g := L[ fﬁ] X

Logo, pelo Teorema 6.4, ( 6.11 ) fica

1l < contD2|gH 7 agany = cont™ /2 gl )

< ercon™ | (FAY | o () = 1con 02| il 1orey -
Isto mostra o teorema. &

O Teorema 6.5 considera somente o caso ¢ finito. Para ¢ = oc temos o

Teorema 6.6 .  SejaQ=R". Paral<p<o0,f20,a=5+2 e f € LY(R*) + L*°(R") vale

iz S LN Liproo)Bn) -

Demonstragio . Alternativamente, a desigualdade em ( 6.8 ) prossegue utilizando ( 3.19 ) e a
definigao da norma ||.||z(p,c0)(rr) dada na subsecao 1.5.4, para obter

lQ|l+5/”-[ If— Pofi < |Q|(°‘“’@)/n inf Fw) S 1QIMP(FY™(1QD) S I Filzpooyam -

O lado direito da relacdo acima independe do cubo ). Basta tomar o supremo sobre todos os
cubos @ contendo z e a seguir a norma ||.||ze(rry para finalizar o teorema. B
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6.3.3 A Imersdo C¥(R") < Cj(R")

No Capitulo 4 definimos o espago CZ(€2) como sendo igual a L?(2) se 1 < p < oo e igual a BMO(()
se p=0oc.

Para 3 = Q apresentaremos uma versio do Teorema 6.5 que inclui o caso ¢ finito ou ndo.

Mas antes observamos que nos Teoremas 6.5 ¢ 6.6 a fungéo f deve pertencera L'(R*)+L*(R").
Como LP(R*)} C LY(R")+ L*(R") para 1 < p < oo, esses dois teoremas também valem para fungdes
em LP(R™) para 1 < p < oo e serdo utilizados para provar os dois resultados a seguir.

— 2 fisto €, a = n(:— —)) existe

Teorema 6.7 . SejaQ=R”.Pam0§p$q<ooe-;7= !

uma constante ¢ independente da fungdo f € CI(R") tal que

L
?

| Fllcorny < el fllcg(am -

Demonstracgio . Primeiramente suponhamos ¢ infinito. A relagio f € CZ(R") equivale, pela

definicdo dada em ( 2.36 ), f € L?(R*) C LYR*) + L*(R") e fi € LP(R*) = L(p,p)(R") C
L(p,o0)(R™) (esta igualdade e a inclusdo podem ser visto na subsegdo 1.5.4.)
Donde, pelo Teorema 6.5 com § = 0 temos, fo € L*(R") pois

A llzormy < 1Al Lweomm < all fillepaEy < allfillir@ny < oo.
Valendo a igualdade em C2(R*) = BMO (neste ponto, sugerimos ao leitor uma olhada na
observacio dada apés o Teorema 4.9 ) e pela relagdo acima,
| Flleocrm = | fllamo = [ fllzoo(rry € N1 Fllzoqamy + coll Follzogrmy
= max{l, a}[|fllzemm + 1 fallrrm] = max {1, e} fllogeam -

Quando ¢ for finito, 0 Teorema 6.5 com 8 = 0 fornece || fillzerm) < 2| Al zr(rm) -
Valendo a igualdade em CJ(R") = L(R") e observando que a primeira desigualdade do Teorema
4.9 é valida para 1 < p < 0o, tem-se
p8n+1
Iflicgmmy = NFllzsmm < Tgé-g"llfgllmmﬂ)

n1 n+1

pe # S
og 2 alzrm < max {LCz Tog 2 } 1Fllegeam -

< A llzeerm + <2

Isto prova o teorema. H

O préximo problema ¢é relacionar C5(R") para diferentes valores de a e p.
Malis precisamente, fixados a > 0 e 1 < p < o0, determinaremos a regido do plano onde variam
B e g (ou seja, o conjunto dos pares (1/¢,3) ) onde vale a imersdo C(R*) — CP(R™).

Teorema 6.8 . Sejal=R". Paral<p<g<ooel<fF<a+n (é——%) tem-se
CJ(R") — Cf(R”).
Demonstragao. O caso p = ¢ ¢ exatamente o Lema 4.8 agora incluido o caso 3 = 0 (devido

ao Teorema 6.7). Caso contrario, se p < ¢, sera suficiente mostrar o teorema ne casc onde «

e [ satisfazem a igualdade 8 = e+ n (% — ;) De fato, suponhamos que neste caso aconteca:

C2(R*) — CP(R"). Por outro lado, para ' < 8 utilizaremos novamente o Lema 4.8 em relacio a
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g fixo para obter C2(R™) — CF(R"). Pela transitividade das imersdes segue C2(R™) — CY'(R).
Agora, basta renomear 3’ como sendo 3. E isto mostra a afirmagéo.

Mostraremos que o teorema vale quando ocorre a igualdade 8 =a+n (i— - %) . Se f = o temos
p = ¢ que é o caso analisado inicialmente. Assim, podemos supor B < «a. Definimos 315- = % -

Consideremos dois subcasos: g ndo negativo e go negativo.

Se go > 0 entdo p < go (pois =7 — 2 < 1 ) e podemos escrever a =n (% - '5;’) . Estas sdo as
hipéteses do Teorema 6.7. Logo, CZ(R*) — Cg (R*) = L*(R").

Pela definicio de CZ(R™) dada por ( 2.38 ) temos C7(R") < LP(R™).

Por outro lado, se go > 0 também temos p < ¢ < g {pois 0 £ B = a+n (% — %) = a+
n(l-L-2)=n(i-L)). Logo, L®(R")NI*(R") = LI(R").

g g % g _ 4o " ] .
Assim, pelos resultados dos trés paragrafos acima,

Ca(R™) = L (R (\L*(R") = L*(R"),
isto é, existe uma constante cg tal que

[ fllzarmy < coll fllcgmmy - (6.12)

Reescrevendo 8 = a + n (-:; — %) como 1 = >+ e=8) podemos utilizar o Teorema 6.5 com

constante ¢; para obter [|fg|qu(Rn) < ¢1]| f4 )l ogrr) - Assim, esta desigualdade, ( 6.12 ), (237 )e
(2.38 ) produzem

Iflesmmy = 1Flpags + | 5 llzerny < IFllzeqrmy + el fhllzagam)

< collfllegam + el fllegrry = (oo + a1)|| Flicg(am) -

Donde segue a imersdo do teorema quando go € > 0.
1 o

Se go € negativo entdo - — % também é negativo, isto é, p > n/a para o > 0. Neste caso,
afirmamos:

i) fi € L?(R*) implica fi 5 € L(nfa,p)(Q) para cada cubo Q, onde FL o e fi sio restrigdes da
fungio fi’Q onde = Q ou Q = R" (definida em ( 2.20 ), respectivamente.

De fato, utilizando duas vezes a relagdo p > n/a, obtermos as imersdes

L(R) = IP(Q) = L**(Q) = L(n/,n/a)(Q) «> L(n/a,p)(@)-

(A finitude do volume do cubo @ somente foi utilizada na segunda imerszo acima. )
Portanto. existe uma constante ¢, tal que

12 ollzrrami@) < 2l Fillzrae) - (6.13)

Aplicando o Teorema 6.1, a fungdo f pode ser redefinida em um conjunto de medida zero tal
que seja continua no cubo @ e existe um polindmio Fg f satisfazendo

I f = Poflicw < el i ollpimsen @) -

Por outro lado, para o cubo @ a desigualdade da Proposigdo 2.2 item i) com constante cq
implica
|Poflley S el filze@) < call fllze(amy -
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A desigualdade triangular, os dois resultados acima e ( 6.13 } produzem
ifloey < 1if = Paflic + 1 Pafllo@ < callfaglinimani@) + call fllzom
< cacs|| Al Lrmny + call Flloerm) < max{cacs, ca (| FElio(amy + | fllzo(am)
= max{ezcs, ca}l flicgmm -
Sendo Q um cubo arbitririo e o lado direito da desigualdade acima ndo depender de @ tem-se

“f”C(R“) < max {¢¢3, Cq}HfHCg(Rn) .

Donde resulta que f € C(R*)NL?(R") C LY(R") para todo 1 < p < ¢ < co. Em particular,
existe uma constante ¢z tal que

Illzewy < esllfllo@m o = esmax{|fllcwe) : I fllzerm}
< ol fllemmy + 1 flieam] < eslmax{eacs, ea}l| fllog@my + 1f llog am)]

= cs|max{czcs,cat + 1]Hﬂ|C§‘(R“) :

Continuando com o caso go negativo, analisaremos como o teorema decorre se ¢ € finito ou infinito.
Quando ¢ < oo utilizamos o Teorema 6.5 com constante ¢g para obter

1Fllgsm = Ifllzegny + 1 F5llzormy < eslmax{eacs, ca} + 1l fllogam + coll fillzorm)
< cs[max{eacs, ca} + || fllosar) + coll fllogirm

= (ecs[max {62C3, C4} + 1] + Cﬁ)“f”C,?(R“) .

Donde segue o teorema no caso g < co.
Se g = oo utilizaremos 0 Teorema 6.6 com constante ¢; para obter

IFllogam = IFllzeomm + 1 f5llzemm < max{cses, catl| fllogrm + erll fill Lipcorcrmy

IA

max {¢z¢z, Cat|| fllog(rny + cres|| fEll Lipp)(rm)
= max{czcz, s} fllogrm + eres|| fill Lorm
< max{czcs, catl| fllogrmy + eres|| fllcgiam

= (¢res + max {exca, C4})Hf”03(3”) :

Donde segue o teorema no caso ¢ =oc. @

109



Referéncias

Adams, R. A.
[1] Sobolev Spaces, Academic Press, New York, 1975.

Bagby, R. J.

[1] Riesz potentials and Fourier multipliers, Proc. Symp. in Pure Math. 35(1) (1979), 115-119.

[2] Mazimal functions and rearrangements: some new proofs, Indiana Univ. Math. J. 32(6) 1983,
879-891.

Batemann, P. & Diamond, H.
(1] John E. Littlewood (1885-1977): a informal obtuary, The Math. Intelligencer, 1(1) (1978), 28-33.

Benedeck, I.L., Murphy, E.R. & Panzone, R.
[1] Cuestiones del analisis de Fourier: convergéncia em media de algunas séries ortogonales, Notas de
algebra y analisis 5, Universidad Nacional del Sur, Bahia Blanca, Argentina, 1976.

Bennett, C.

[1] Intermediate spaces and the class L log* L, Arkiv for Matematick, Institut Mittag-Leffler, Sweeden,
11(1973), 215-228.
Bennett, R. & Sharpley, R.C.

[1] Weak type inequalities for H? and BMO, Proc. Symp. in Pure Math. 35(1)(1979), 201-229.

[2] Interpolation of Operators, Academic Press, New York, 1988.

Bergh, J.
(1] Hardy’s inequality - o complement, Mathematische Zeitschrift 202(1989), 147-149.

Bergh, J. & Lofstron, J.
(1] Interpolation Spaces. An Introduction, Springer Verlag, New York, 1976.

Boas. R.P.
[1] Eztremal problems for polynomials, Amer. Math. Soc. 85(1978), 473-475.

Bojarski, B.

(1] Sharp mazimal operator of fractional order and Sobolev imbedding inequalities, Bull. Polish Acad.
Sc. Math. 33(1985), 7-16.

(2] Remarks on Markov’s inequalities and some properiies of polynomials, Bull. Polish Acad. Sc.
33(1985), 355-364.

Butzer, P.L. & Berens, H.
[1] Semi-Groups of Operators and Approzimation, Springer-Verlag, New York, 1967.

Calderdn, A.P.

[1] Lebesgue spaces of differentiable funtions and distributions, Amer. Math. Soc. Proc. of Symposia in
Pure Math. 4(1961), 33-49. '

[2] Spaces between L' and L™ and the theorem of Marcinkiewicz, Studia Math. 26(1966), 273-299.

[3] Estimates for singular integral operator in terms of mazimal funtions, Studia Math. 44(1972), 167-
186.

110



Carleson, L.
[1] BMO - 10 year’s, Progress in Math. 11(1981), Birkhauser, Boston, in 18th Scandinavian Congress
of Math. Proc. (1980), editores: J.Coates e S.Helgason.

Cheney, E.W.
[1] Introduction to Approzimation Theory, McGraw-Hill Book Company, New York, 1966.

Ciesielski, K. -
[1] How good is Lebesgue measure ?, The Math. Intelligencer 11(2)(1989), 54-58.

Cotlar, M. & Cignoli, R.
[1] An Introduction to Functional Analysis, North-Holland Texts in Advanced Math., North-Holland,

Amsterdan, 1974.

Darst, R.B.
[1] The connection between limsup and uniform integrability, Amer. Math. Soc. 87(4)(1980), 285-286.

Davis, P.J.
[1] Interpolation and Approzimation, Dover, New York, 1975.

DeVore, R.A.
[1] The K functional for (Hy, BMO), Lecture Notes in Math. 1070, Interpolation spaces and allied

topics in analysis, Springer-Verlag, (1984), 66-70.

DeVore, R.A. & Scherer, K.
[1] Interpolation of linear operators on Sobolev spaces, Ann. of Math. 109(1979), 583-599.

DeVore, R.A. & Sharpley, R.C.
[1] Mazimal functions mesuring smoothness, Mem. Amer. Math. Soc. 193, Providence, 1984.

Fefferman, C.
[1} Characterizations of bounded mean oscilattion, Bull. Amer. Math. Soc. 77(1971), 587-588.

Fefferman, C. & Stein, E.M.
[1] H? spaces of several variables, Acta Math. 129(1972), 137-193.

Fefferman, R.
[1] Covering lemmas, mazimal functions and multiplier operators in Fourier analysis, Proc. Symp. in

Pure Math. 35(1)(1979), 51-60.

Fisher, J.C. & Shilleto, J.
[1] Three aspects of Fubini’s theorem, Math. Magazine 59(1986), 40-42.

Francia, J.-L. R. de
[1] Some mazimal inequalities, Recent Progress in Fourier Analysis, Math. Studies 111, North-Holland,
1985, 203-214.

Grinberg, E.L.
[1] On the smoothness hipothesis in Sard’s theorem, Amer. Math. Soc. 92(10)(1985), 733-734.

Guzman, M.de

[1] Differentiation of Integrals in R™, Lecture Notes in Mathematics 481, Springer-Verlag, 1971.

[2] An inequality for the Hardy-Littlewood mazimal operator with respect to produt of differentiation
bases, Studia Math. 49(1972), 185-194.

[3] Besicovitch theory of linearly mesurable sets and Fourier analysis, Proc. Symp. in Pure Math.
35(1)(1979), 61-67.

[4] A change-of-variables formula without continuity, Amer. Math. Soc. 87(9)(1980), 736-739.

{5] Real Variable Methods in Fourier Analysis, Studies Mathematics 46, North-Holland, Amsterdam,
1981.

111



Hardy, G.H., Littlewood, J.E. & Pdlya, G.
[1] Inegualities, Cambridge Univ. Press, Cambridge, 1952, 2.2 edi¢o.

Henry, M.S. :
[1] Approzimation by polynomials: interpolation and optimal nodes, Amer. Math. Soc. 91(8)(1984),
497-499.

Huber, G.
[1] Gamma function derivation of n-sphere volumes, Amer. Math. Soc. 89(53)(1982), 301-302,

Hudson, S.M. _
[1] A covering lemma for mazimal operators with unbounded kernels, Michigan Math. J. 34(1987),
147-151.

Hunt, R.A.
[1] On L{p, q) spaces, L’Enseignement Math. 12(2)(1966), 247-275.

Imoru, C.O.
[1) Generalizations of Hardy’s integral inequality, Jour. of Math. Analysis and Appl- 122(1987), 7-15.

Johnen, H. & Scherer, K.
1] On the equivalence of the K -functional and moduli of continuity and some applications, Lecture Note

in Math. 571(1976), 119-140, Springer-Verlag.

Jourane, L.
(1] Calderén-Zygmund Operators, Pseudo-Differential Operators and the Cauchy Integral of Calderédn,
Lectures Notes in Mathematics 994, Springer-Verlag, 1983.

Kahane, C.S.
(1] A note on the mazimal function, Math. Japonica 37(2)(1992), 209-212.

Katz, V.J.
[1] Change of variables in multiple integrals: Euler to Cartan, Math. Magazine 55(1)(1982), 3-11.

Klei, H.-A. & Miyara, M.
[1] Une extension du lemme de Fatou, Bull. Sc. Math. 2.a série, 115(1991}, 211-222.

Kolmogorov, A.N. & Fomin, 8.V,
(1) Elementos de la Teoria de Funciones y del Andlisis Funcional, Mir, Moscou, 1966, 2.a edi¢ao.

Laugwitz, D. & Rodewald, B.
f1] A simple characterization of the gamma function, Amer. Math. Soc. 98(6)(1987), 534-536.

Levasseur, K.M.
[1] A probabilistic proof of the Weierstrass approzimation theorem, Amer. Math. Soc. 91(4)(1984),
249-250.

Lindsey II, J.H.
(11 A simple proof of the Weierstrass approzimation theorem, Amer. Math. Soc. 98(5)(1991), 429-430.

Lizorkin, P.I.
[1] The behavior at infinity of Liouville classes on Riesz potentials of arbitrary order, Proceedings of the
Steklov Institute of Math., editado por Amer. Math. Soc. 4(1981), 185-209.

Lorentz, G.G.
(1] Approzimation of Funtions, Holt, Rinehart and Winston, New York, 1966.

Maz’ja, V.G.
[1] Sobolev Spaces, Springer-Verlag, 1985.

112



Merucci, C. .
[1] Applications of interpolation with a function parameter to Lorentz, Sobolev and Besov spaces, Lectures
Notes in Math. 1070, Interpolation spaces and allied topics in analysis, Springer-Verlag, 1984.

Miamee, A.G.
(1] The inclusion LP(u} C L9(v}), Amer. Math. Soc. 98(4)(1991), 342-345.

Oklander. E.T.
[1] Interpolacion, Espacios de Lorentz y Teorema de Marcinkiewicz, Cursos y Sem. Mat. 20, Univ.
Buenos Aires, Argentina, 1965.

Okikiolu, G.O.
[1] Aspects of the Theory of Bounded Integral Operators in L?-spaces, Academic Press, New York, 1971.

Pachpatte, B.G.
[1] On some variants of Hardy’s inequality, Journ. of Math. Analysis and Appl., 124(1987), 495-501.

Phillips, K.
[1] The mazimal theorems of Hardy and Littlewood, The Amer. Monthly, (1967), 648-660.

Pichorides, S.K.
(1] On the best values of the constants in the theorems of M. Riesz, Zygmund and Kolmogorov, Studia
Math. 44(1972), 165-179.

Privalov, A.A. ‘
[1] An analogue of A.A.Markov’s Inequality. Aplication to Interpolation and Fourier Series, Proc. of
the Steklov Inst. of Math. 2(1985), 161-174, editado por Amer. Math. Soc.

Pursell, L. & Trimble, 5.Y.
[1] Gram-Schmidt orthogonalization by Gauss elimination, Amer. Math. Soc. 98(6)(1991), 544-549.

Sadosky, C.
[1] Interpolation of Operators and Singular Integrals: an Introduction to Harmonic Analysis, Marcel
Dekker, New York, 1979.

Sharpley, R. & Shim, Y.
[1] Singular integrals on CJ, Studia Math 92(1986), 285-293.

Singer, 1.
{1] Best approzimation in normed linear spaces by elements of linear subspaces, Springer-Verlag, 1970.

Stein, E.M.

[1] Singular integrals, harmonic functions and differentiability properties of functions, Proc. Sympos.
Pure Math. 10(1967), 316-335.

[2] Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions, Princeton Univ. Press, Princeton,
1970.

(3] The differentiability of functions in R™, Ann. of Math. 113(1981), 383-385.

[4] The development of square funtions in the work of A.Zygmund, Bull. (new series) Amer. Math. Soc.
7(1982), 359-376.

[5] Some results in harmonic analysis in B*, for n — oo, Bull. (new series) Amer. Math. Soc. 9(1983),
71-73.

[6] Three variants on the theme of mazimal functions, Recent Progress in Fourier Analysis, Math. Studies
111, North-Holland, 229-244, 1985.

Stein, E.M. & Stromberg, J.O.
[1] Behavior of mazimal funtions in R™, for large n , Arkiv for Matematick, Inst. Mittag-Lefller, Sweeden,
21(2)(1983), 259-269.

Stein. E.M. & Wainger, S.
{1] Problems in harmonic analysis related to curvature, Bull. of the Math. Soc. 84(6)(1978), 1239-1295

113



Stein, E.M. & Weiss, G.
(1] Introduction to Fourier Analysis in Euclidean Spaces, Princeton Univ. Press, Princeton, 1971. .

Stromberg, J.0. & Torchinsky, A.
[1] Wheighted Hardy Spaces, Lecture Notes.in Math. 1381, Springer-Verlag, 1989.

Torchinsky, A.
(1] Real-Variable Methods in Harmonic Analysis, Academic Press, New York, 1986.

Varian, H.R.
[1] Microeconomic Analysis, W.W. Norton & Company, Inc. 1984, 2.2 edic3o.

Villani, A.
[1] Another note on the inclusion LP(u) C L9(v), Amer. Math. Soc. 92(7)(1985), 485-487.
[2] On the equality L'(w) = L}, (1), Amer. Math. Soc. 98(9)(1991), 826-828.

Wallin, H.
[1] New and old functions spaces, Function Spaces and Applications, Lecture Notes in Math. 1302(1988),
99-114, Springer-Verlag.

Wheeden, R.L. & Zygmund, A.
[1] Measure and Integral. Introduction to Real Analysis, Monographs and Texbooks in Pure and Applied
Math., Marcel Dekker Inc., New York, 1977.

Zygmund, A.

[1] Trigonometrical series, Cambridge Univ. Pres, 2.a edi¢do, 1968.

[2] Notes on the history of Fourier series, Studies in Math. Series, Studies in Harmonic Analysis 13,
editor: J.M. Asch, The Math. Assoc. of Am. 19.

[3] Stanislaw Saks, 1897-1942, translated by C.Atkin, The Math. Intellingencer 9(1)(1987), 36-43.

114



	marcio 1
	Marcio 2

